
1 はじめに

ERLを用いた放射光源 [1]は、貯蔵リング型放射
光源とは根本的に異なる特徴を有している。通常の

貯蔵リング型光源では、放射光発生に伴う放射励起・

減衰の釣り合った平衡状態でエミッタンスが決まる

が、一方 ERL（図１）では、電子銃から生成された
ビームは 1回（あるいは数回）のみ挿入光源を通過
し、ビームダンプに捨てられるため、ビームは平衡

状態に到達せず、入射器で生成されたビームの質が

放射光の質を決定付けるという根本的な違いがある。

上記の特徴から、ERL入射器の性能次第で、原理的
に平衡状態に依らない超低エミッタンスビームやフェ

ムト秒パルス光を実現可能であり、放射光科学や物質

構造科学、構造生物学にブレイクスルーをもたらす

ことが期待されている。ERL光源では、超低エミッ
タンスや超短パルス光の他に、非常に高い（既存の

貯蔵リングに比べて 2桁高い）平均輝度、空間干渉
性の良い放射光、そして高い繰り返し周期を実現可

能である。このように、貯蔵リング型光源を凌駕す

る先進性が ERL光源の大きな特徴である。現在日本
では、KEK、JAEAを中心として日本の研究機関が
協力して、ERL型光源の実証機 CERLの設計研究
が進められている [1]。
入射器でのビームの質を向上させれば放射光の質

を向上させられるということは、逆に言えば、入射器

で如何に超低エミッタンスビームを生成し、増大さ

せずに挿入光源まで輸送するかということが、ERL
光源用入射器での最大の課題であるということを示

している。特に、100 mA(繰り返し 1.3 GHzで 1バ
ンチあたり 77 pC）の大電流で 0.1 mm mradという
超低エミッタンスビームを入射器で生成・輸送する

というのは挑戦的な課題であり、大型のGeVクラス
の ERL光源を実現するためには、実証しなければな
らないテーマである。

超低エミッタンスビームを生成する上で克服しな

ければならない物理現象は、空間電荷効果とコヒーレ

ント放射（CSR）によるビーム品質の低下である（図
2）。空間電荷効果はビーム内電子間でのCoulomb力
によるものであり、10 MeV程度の低いビームエネ
ルギーをもつ入射器内では、全体に渡ってその影響

を考慮しなければならない。一方、CSRは合流部の
ビーム軌道が曲げられる箇所でのみで問題となるが、

合流部での分散関数を通してビームの質を低下させ

る可能性がある。これらの効果は、単純化されたモ

デルでは解析的に取り扱えるが、現実のバンチ化さ
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図 1: ERLの概略図。電子銃、加速空洞から構成さ
れる入射器、主加速空洞、周回部、ビームダンプに

よって構成される。入射器でのエネルギーは、また

ほぼビームダンプに捨てるビームのエネルギーとな

る。このため、入射器のエネルギーが、捨てるビー

ムの全出力を決めることになるため、増大させると

放射線遮蔽の問題が厳しくなる。
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図 2: ERLの入射器で重要となる物理現象。ただし、
光電陰極電子銃でのレーザー整形などは除く。

れたビームでは、空間電荷力の非線形性や加速電磁

場の時間依存性などのため、解析的な扱いが困難で

ある。このような事情から、主に数値計算による方

法が用いられている。

本テキストでは1、ERL入射器を例として、空間
電荷効果などの集団効果が顕著に現れるエネルギー

領域での電子ビームの物理について紹介する。放射

光源用の GeV クラスの電子貯蔵リングでは、電子
ビームの運動は空間電荷効果による効果を無視して

単粒子的に扱い、必要に応じてビーム不安定性など

の集団効果を取り入れるという方法が取られる。一

方、ERL入射器ではビームのエネルギーが低く、ま
た電荷密度も高いために、空間電荷効果の影響が支

配的になり、そもそも、単粒子的な取り扱いができ
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で、最新版については、OHOセミナーの webページを参照して
欲しい。



ない。このために、入射器中での電子ビームの物理

は複雑になりがちである。現実の入射器の設計では、

上流の要素の影響が下流に波及していくため、ビー

ムダイナミクスを考える際には入射器全体を取り扱

う必要があり、多くの場合は数値計算による方法が

採用されている。しかし、入射器を構成する各要素

毎に電子ビームの物理を考え、その基本を抑えてお

くことは、数値計算を行う上でも重要である。

ここでは、電子ビームの物理をできるだけわかり

やすく紹介しようと試みた。ERL入射器では、単粒
子についての相対論的な運動方程式から始めて、そ

れをビームエンベロープ方程式に拡張し、空間電荷

効果を取り入れるというアプローチをとる。円形加

速器中でのビームダイナミクスの物理では、曲線座

標系での単粒子の運動から始めて、Courant-Synder
パラメタと呼ばれるビーム光学関数を考える方法が

一般的な流れであるが、ここではその解説はしない

で、入射器でのビーム物理を考える上で便利なアプ

ローチをとることにした。本テキストの中でも、ビー

ム光学関数が出てくるが、それらについては、原田

氏の講義や他の参考文献 [2, 3] を参照して欲しい。
ここでは、まず対象とする ERL入射器についてセ

クション 2で紹介し、電子ビーム中で重要となる物理
現象についてセクション 3で紹介する。このなかで、
特に重要となるのが空間電荷効果である。セクショ

ン 4では、空間電荷効果による影響を評価する準備
として、近軸光線近似を用いたビームエンベロープ

方程式を導出し、空間電荷効果がない場合の外部か

ら加えた電磁場に対する影響を紹介する。セクショ

ン 5では、円筒対称性をもつビームに対して空間電
荷効果を含んだビームエンベロープ方程式を導出す

る。ここで紹介する空間電荷効果についての議論の

多くは、参考文献 [4, 5]を参考にしている。セクショ
ン 6ではビームエンベロープ方程式を拡張して、空
間電荷効果によって投影エミッタンスが増大する様

子を調べる。セクション 7では、空間電荷効果を含
んだビームシミュレーションについて紹介し、電子

銃ビームライン、CERL入射器ビームラインについ
ての計算結果を紹介する。セクション 8では、合流
部で問題となる物理について概観する。

本テキストでは、ERL入射器を例にとって、線形
加速器中での空間電荷効果の影響を取り扱っている。

加速器を幾何学的に分類すると、ERL入射器のよう
な 1回のみビームが通過する加速器の他に、シンク
ロトロンと呼ばれる円形加速器がある。円形加速器

では線形加速器と異なり、運動が周期条件下で行わ

れるという大きな違いがある。円形加速器中では、空

間電荷効果による重要な影響としてチューンシフト

と呼ばれる現象があるが、ここではそれについては

取り扱わない。過去のOHO’2000の町田慎二氏によ
るテキスト [6]を参照して欲しい。また、多くの有用
な文献については、巻末にまとめたので参照してい

ただきたい。



2 ERL入射器

ERL入射器の役割は、大電流、短バンチ長かつ低
エミッタンスを持つビームを生成し、主加速空洞ま

で輸送することである。ERL入射器は、電子銃、ソ
レノイド、バンチャー、超伝導RF加速空洞、合流部
から構成される。電子銃としては、光電陰極カソー

ドを用いた DC電子銃、あるいは RF電子銃が有力
な候補である。ここでは、これらの要素についての

紹介する。

2.1 電子銃

ERL入射器の性能を決定する上で、最も重要な要
素は電子銃である。電子銃で品質の良いビームを生

成できなければ、それ以降の要素でいくら品質を維

持するようにしても、初期の品質以上にはできない

からである。電子銃の開発では、光電陰極表面での

電子の生成の物理、高い加速電圧の実現、高い量子

効率の実現、カソード表面の長寿命化など非常に多

くの開発課題がある。

ERL入射器用の電子銃として現在有力なのは、光
電陰極カソードを用いた DC電子銃である。光電陰
極カソードの材質としては、NEA表面を持つ GaAs
あるいは、GaAsPなどが有力な候補である。電子銃
での重要な物理現象として、光電陰極表面での電子

の生成や、空間電荷効果、カソード表面での鏡像電

荷の効果などがある。電子を生成する際には、パル

ス状のレーザーをカソード表面に当てて電子を生成

するが、そのパルス形状と横方向の分布形状が、空間

電荷効果の影響を小さくする上で重要であることが

わかっている。言い換えると、空間・時間両方向につ

いてのレーザー分布の整形が低エミッタンスを得る

上では重要となる。実際に時間方向と横方向のレー

ザー分布の形状を整形する技術は幾つか提案されて

いるが、より低エミッタンスビームを実現するには、

さらなる技術開発が重要となる。ERLの実現のため
には、電子銃の開発が非常に重要な役割を担ってい

るが、ここでは「ERL入射器でのビームの物理」を
主なテーマとしており、また本セミナーでは「電子

銃」についての講義もあるため、電子銃の詳細につ

ては触れない。電子銃については、西森氏の講義で

詳しく紹介されると思うので、そちらを参照して欲

しい。また多くの有用な文献 [7, 8]もあるので、そち
らも参照していただきたい。
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図 3: ビア缶型の粒子分布。円筒内では電荷密度は一
定。σx は x方向の rmsビームサイズ、σz は z 方向

の rmsバンチ長。

ERL入射器のシミュレーションを行う際には、電
子銃のカソード表面で電子がある分布をもって生成

されると仮定して、粒子トラッキングが開始される。

現実の電子銃ではどのような分布で電子が生成され

るかを知ることは、計算機シミュレーションの精度

を上げるためにも重要である。特に、光電陰極電子

銃では、熱電子銃とは異なり、レーザーの波長や取

り出す電荷量に依存するために複雑である。電子銃

の研究では、これらの測定も精力的に行われている

[9, 10]。
電子銃から生成されたビームに対してのエミッタ

ンス測定から、カソード表面の温度を定義して、そ

れを推測することができる。まず、簡単のために熱

電子銃のカソード表面で温度 T を持つ場合のエミッ

タンスを考えると、

εx = σx

√
kBT

mc2
(2.1)

と計算される [7, 4]。ここで、kB は Bolzmann定数、
mは電子の質量、cは真空中での光速である。σx は

カソード表面での x方向の rmsビームサイズである。
これより、熱エミッタンスは温度と初期ビームサイズ

に依存することがわかる。式 (2.1)から、電子銃の後
ろでエミッタンスが測定できれば、カソードに当て

たレーザースポットサイズから、温度 T を推測する

ことができる。ERL計画が進められているコーネル
大学では、光電陰極 DC電子銃のテストビームライ
ンで、GaAsカソード、GaAsPカソードについての
熱エミッタンスの測定が行われ、カソードでの kBT

の値が計測されている [9, 10]。
また、ERL入射器で実現可能な最小エミッタンス
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図 4: 電子銃の断面形状。横軸は x軸、縦軸は z軸を

表す。図は、z軸周りに円筒対称性がある場合の断面

の半分を示す。カソード（下側の円筒）からアノー

ド（穴の開いた平板）に向かって、加速電場が形成

される。

を調べるために、初期の電子分布の形状を変化させ

最適な分布を探す研究も行われている [11]。多くの
場合には、ビア缶型の分布 (図 3)が初期分布として
用いられているが、横方向の分布で中心分布の密度

を下げた場合の方が、より空間電荷効果の影響を小

さく抑えられることがわかっている [8]。
図 4に JAEA-typeの光電陰極DC電子銃の断面形

状を示す。カソード・アノード間のギャップは 40 mm
である。ここで、電子銃は z 軸の周りに円筒対称性

を持つとして、半分の断面を示した。図 5に z軸上で

の加速電場 Ez0(z)を示す。対称性から、z軸上では

半径方向の成分 Er、円周方向の成分 Eθ ともにゼロ

となる。しかし、z軸上から離れた場合 (r �= 0)、Er

はゼロにはならない。より詳細な計算では、2次元の
電場のマップが必要になるが、z 軸近傍では Ez0(z)
からErを求めることができる。z軸上の電場Ez0(z)
を用いると、z 軸近傍で、r �= 0 の場合の電場の成
分は、

Ez(r, z) = Ez0(z) − 1
4
r2 ∂2Ez0(z)

∂z2
, (2.2)

Er(r, z) = −1
2
r
∂Ez0(z)

∂z
(2.3)

と表すことができる。これは、横方向の電場 Er は

∂Ez0(z)/∂zに依存することを示している。図 5に示
したように、∂Ez0(z)/∂z > 0となるため、負の電荷
を持つ電子ビームには発散力が働くことになる。
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図 5: 電子銃 (図 4)が z軸上に作る加速電場。z軸周

りの円筒対称性があるため、z軸上ではEz 成分のみ

となり、Er および Eθ はゼロとなる。z = 0 (m)が
カソード表面、z = 0.04 (m)がアノード表面。

ERL入射器のシミュレーションでは、空間電荷効
果を含んだコードが使われるが、取り入れる物理現

象と要求する精度によって、外部電磁場の与え方が

異なってくる。高速に計算したい場合には、円筒対

称性を持つビームを仮定し、ビーム進行方向 (z 軸)
の近傍での運動を考え、上記のような 1次元の外部
電磁場を使用する。しかし、z軸近傍での電磁場の展

開が正しくない (ビームサイズが大きい場合)、ある
いはより正確に電子銃の作る電場の影響を取り入れ

るには、2次元、あるいは 3次元の電場分布を与え
る必要がある。

2.2 ソレノイド

ERL入射器では、電子銃の直後にソレノイド電磁
石が設置される。ソレノイド電磁石が作る磁場には、

セクション 4.3で示すようにビームに収束力を与え、
またビームの (x-y)断面での分布を回転させるとい
う働きがある。ソレノイドの役割は、電子銃の電場

と空間電荷効果により発散したビームサイズを収束

効果により小さくするということの他に、セクショ

ン 6で示すような投影エミッタンスを補償するとい
うことである。ERL入射器では、多くの場合、電子
銃下流とバンチャー空洞下流にソレノイドを設置す

る案が採用されている。

JAEAの光電陰極 DC電子銃で用いられている 1
番目のソレノイド電磁石の断面を図 6に示す。電磁
石は円筒対称性を持つため、断面の半分を示した。図

7に z軸上の磁場分布 Bz0(z)を示す。電子銃との位
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図 6: ソレノイド (JAEA-type)の断面形状。横軸は
x軸、縦軸は z軸を表す。図は、z軸周りに円筒対称

性がある場合の断面の半分を示す。z = 0の位置が
電子銃のカソード表面となる。カソード表面での磁

場をゼロにするために、主コイル以外に補正コイル

が用いられる。

置関係は、z = 0が電子銃のカソード表面に対応す
る。このソレノイド電磁石は、主コイルの他に、カ

ソード表面での磁場をゼロにするための補正コイル

を持っている。もし、カソード表面で有限の磁場が

ある Bz0(z = 0) �= 0とすると、カソードで表面で生
成された電子ビームは、セクション 4.2の式 (4.20)
で示すように、有限な初期の横方向運動量 pθ を持つ

ことになり、初期エミッタンスの増大を招く。これ

を避けるために、補正コイルを使用して、カソード

表面での磁場をゼロに調整している。

電子銃の電場の議論のときと同様に、ソレノイド磁

場の 1次元分布Bz0(z)から、2次元磁場分布を計算
することができる。z軸近傍では、Bz0(z)から r �= 0
の場合の磁場成分は、

Br(r, z) = −1
2

∂Bz0(z)
∂z

, (2.4)

Bz(r, z) = Bz0(z) − 1
4
r2 ∂2Bz0(z)

∂z2
(2.5)

と計算される。

2.3 バンチャー空洞

光電陰極電子銃では、パルス状のレーザーを導入し

て、バンチ化された電子ビームを生成する。しかし、
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図 7: ソレノイド (図 6)が z 軸上に作る磁場 Bz。z

軸周りの円筒対称性があるため、z軸上ではBz 成分

のみとなり、Br および Bθ はゼロとなる。

カソード直後ではビームのエネルギーが低いために、

空間電荷効果の影響が強く働き、ビームは進行方向

の発散力によって引き伸ばされる。ERLでは、短い
バンチ長の電子ビームが要求されるため、引き伸ば

された電子バンチを再度圧縮する必要がある。それ

を行うのが、電子銃の後に設置されるバンチャー空

洞である。バンチャーの役割は、電子銃で生成され、

加速されたビームのバンチ長を短くすることである。

この詳細については、セクション 4.5で紹介する。
コーネル大学の ERL計画で使用されるバンチャー

用空洞の 1次元電場分布Ez0(z)を図 8に示す。系に
円筒対称性を仮定した粒子トラッキングコードでは、

電磁場として、z軸上の電場Ez0(z)のみが入力デー
タとして与えられる。これは、z のみ依存する関数

で、時間依存は含まない。この場合、Ez0(z)に時間
依存を付け加えたEz(z, t)から、z軸近傍での他の電

磁場の成分を求めることができる。z 軸上で半径方

向 rおよび円周方向 θの成分は一定であると仮定し

て、Ez(z, t)をMaxwell方程式に代入すると、z軸の

近傍、すなわち rが小さい場合には、半径方向の電

場 Er(z)および円周方向の磁場 Bθ(z)は

Er(z, t) = − r

2
∂Ez0(z, t)

∂z
, (2.6)

Bθ(z, t) =
r

2c2

∂Ez0(z)
∂t

(2.7)

と与えられる。ここでは、rについて展開した後に、

rについての 1次の項のみを残している。TMモード
の電磁場の場合、z 軸近傍では電磁場の成分は、

Ez(r, z) = Ez0(z) cos(ωt + φ), (2.8)

Er(r, z) = −1
2
r
∂Ez0(z)

∂z
cos(ωt + φ), (2.9)
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図 8: シングルセル・バンチャー空洞内での z 軸上

の加速電場。z軸周りの円筒対称性があるため、z軸

上では Ez 成分のみとなり、Er および Eθ はゼロと

なる。

Bφ(r, z) =
rω

2c2
Ez0(z) sin(ωt + φ) (2.10)

と計算される。ここで、ωは電磁場の角振動数、φは

初期位相である。このように、円筒対称性がある系

では電場の 1次元分布Ez0(z)から、他の成分も求め
ることができる。ただし、上記の展開は、rが小さい

時のみ有効であり、ビームサイズが大きい場合など

には、2次元、3次元の電磁場の分布が必要となる。

2.4 超伝導加速空洞

ERLでは、入射器用空洞および周回部用空洞には、
超伝導加速空洞 (Super conducting RF Cavity)が使
用される。超伝導空洞が必要な理由は、連続波 (CW)
で大電流ビームを加速し、また高い加速勾配を得るた

めである。RF電磁場の周波数は、1.3 GHz(L-band)
が使用される。CERL計画では、入射器内に 3台の
2セル空洞を設置することで設計が進められている。
入射器用加速空洞の役割は、電子銃で生成した大

電流ビーム (100 mA)を 10 MeV程度まで加速する
ことである。周回部の加速空洞はエネルギー回収を

行うが、入射器用空洞ではエネルギー回収が行われ

ないため、加速に必要なパワーは全て外部の RF源
から供給されなければならないという大きな違いが

ある。このため、RF パワーを空洞に入力する結合
器（カップラー）は大電力に対応したものが必要と

なる。入射器用空洞での開発課題としては、

• 250 kW級の大電力を投入可能な入力カップラー

• 100 mAの連続運転 (CW運転)に対応したHOM
カップラー

• エミッタンス増大を起こさない加速器の設計と
その実現

というようなことがある [1]。リニアコライダー用の
空洞開発の経験からは、30 MV/m の加速勾配の達
成は十分可能であると報告されているが、加速勾配

を 20 MV/m 程度に下げて、位相や加速勾配などの
運転パラメタの自由度を確保した方が、低エミッタ

ンスを実現する上で有利と考えられる。

ERL入射器内でのビームダイナミクスを考えたと
き、RF 空洞は投影エミッタンスへの影響を与える
要素の一つである。セクション 4.4で紹介するよう
に、RF電磁場によってバンチ化されたビームの投影
エミッタンスの増大が引き起こされる可能性がある。

また、RF電磁場の非線形性によってもエミッタンス
の増大が引き起こされる。入射器空洞の RF電磁場
によるこれらの影響を極力抑えるために、空洞の運

転パラメタである加速勾配と位相の調整が必要であ

る。これが、最大加速勾配を下げても、自由度を確

保した方が良いと考える理由である。

現実には、RF電磁場による影響は、空洞に入って
くるビームの初期条件（分布やタイミング）によって

影響され、また 3台の加速空洞を調整する必要があ
るため、最適化すべきパラメタの数が多くなる。こ

のため、パラメタ調整は計算機シミュレーションに

よって、入射器全体のパラメタに対して行われる。

図 9に CERL計画用の入射器加速空洞の断面図を
示す。加速空洞は、２つのセルを持つ。図 10に、z

軸上での加速電場 Ez0(z)を示す。この Ez0(z)を用
いると、バンチャー空洞の場合と同様に、電磁場の

分布は式 (2.8)、(2.9)、(2.10)によって表される。

2.5 4極電磁石によるマッチング部

ERL入射器では、入射器用加速空洞の後に、ビー
ム光学関数調整用に複数の 4極電磁石が設置される。
この部分をマッチング部と呼ぶ。CERL計画では、5
台の 4極電磁石が設置される予定である。これらの
4極電磁石の役割は、ビームサイズを調整するため
だけなく、この後に続く合流部での分散関数とエネ

ルギー拡がりによる投影エミッタンスの増大を避け

るために、ビーム光学関数を調整することである。

電子銃から加速空洞までは、基本的に円筒対称性

を持つ要素であったが、4極電磁石は円筒対称性を
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図 9: 2 セル空洞からなる超伝導加速空洞の断面形
状。横軸は z 軸、縦軸は x軸を表す。図は、z 軸周

りに円筒対称性がある場合の断面の半分を示す。
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図 10: 超伝導加速空洞 (図 9)が z軸上に作る加速電

場 Ez。z 軸周りの円筒対称性があるため、z 軸上で

はEz 成分のみとなり、Er およびEθ はゼロとなる。

もっていない。従って、マッチング部ではビームの

円筒対称性が崩れることになる。

2.6 合流部

合流部は、ERL入射器からの低エネルギービーム
を、周回部からきた高エネルギービームと合流させ

る部分である。合流部は、一般に 3つあるいは 4つ
の偏向電磁石から構成される [12]。図 11にコーネル
大学 ERL計画での合流部のレイアウトを示す。3つ
の偏向電磁石と 2つの 4極電磁石から構成される。4
極電磁石は、合流部出口で分散関数がゼロとなるよ

うに調整される。また、4極電磁石を含まない形式の
合流部では、偏向電磁石の端の形状を調整し、そこ

での収束力を利用して分散関数をゼロにするように

設計される [1]。図 12に、CERL計画で検討されて
いる合流部での分散関数を示す。CERLの合流部で
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図 11: コーネル大学 ERL計画の合流部のレイアウ
ト。矩形偏向電磁石 3台と、4極電磁石 2台から構成
される。
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図 12: CERLの合流部での分散関数 (4極電磁石を
含まない場合)。合流部出口で分散関数がゼロになる
ように、偏向電磁石の端部形状が調整されている。

は、図 11の合流部とは違い 4極電磁石は含まれてい
ない。その代わり、偏向電磁石の端部の形状を調整

し、出口で分散関数をゼロにしている。

合流部で問題となる物理現象は、縦方向空間電荷

力とコヒーレント輻射 (Coherent Synchrotron Radi-
ation, CSR)によるエネルギー拡がりの増大である。
分散関数がゼロでない部分でエネルギー拡がりが増

大すると、分散関数を通して投影エミッタンスの増

大が引き起こされる。しかし、縦方向空間電荷力、あ

るいはCSRによる投影エミッタンスの増大は、合流
部手前のマッチング部でビーム光学関数を調整する

ことにより、最小に抑えることが可能であることが

示されている [13, 14]。
基本的に、合流部はその内部に 4極電磁石を設置

しない限り、一度設計してしまうと自由に調整でき

るパラメタがない。このため、合流部から下流での

ビームの質は、合流部手前のマッチング部のパラメ

タによって左右される。



3 電子ビーム中の物理

荷電粒子からなるビームは、電磁場による相互作

用を通して、さまざまな影響を受ける。ここでは、こ

れらの相互作用を取り上げ、今回テーマとしている

ERL入射器中の電子ビームを支配する物理を紹介す
る。ただし、ビームの集団効果に起因するビーム不

安定性については、ここでは触れない。それらにつ

いては、他の文献 [15, 1]を参照して欲しい。

3.1 電磁場中の荷電粒子の運動方程式

ビームとは、単一の種類の粒子（電子や陽子など）、

あるいは複数の種類の粒子が、ほぼ同じ速度を持っ

て同一方向に進行する集団であると考えることがで

きる。加速器中では、ビームは外部から加えられた

電磁場から力を受けることになる。電磁場中での荷

電粒子の運動の基本方程式は、Maxwell 方程式、

∇ · B = 0, (3.1)

∇× H =
∂D

∂t
+ J , (3.2)

∇ · D = ρ, (3.3)

∇× E = −∂B

∂t
, (3.4)

DとE、BとHの関係式、

B = µH, (3.5)

B = εH, (3.6)

電荷の連続の方程式、

∇ · J +
∂ρ

∂t
= 0, (3.7)

および運動方程式、

d

dt
(γmβc) = e(E + v × B) (3.8)

である。加速器中での荷電粒子の運動を考えるとき

には、これらの運動方程式に外部から与えられた電

磁場、あるいは荷電粒子間の相互作用など加えて、記

述することができる。

3.2 ビームを支配する物理

ビームを支配する物理として、以下のようなこと

が考えれれる [16]。

1. 外部から加えた静電場・静磁場からの電磁力

2. 外部から加えた動電場・動磁場からの電磁力

3. 粒子間の Coulomb相互作用（空間電荷効果）

4. ビーム自身が生成する電磁場（航跡場）

5. 偏向場による放射光の発生（放射減衰、CSR）

6. 放射光の量子化（放射励起）

7. 他のビームが作る電磁場（ビーム・ビーム相互
作用）

8. 残留ガスとの散乱、イオン捕獲

9. 光電子による電子雲との相互作用

ERL 入射器で考慮すべき相互作用は、上記の物理
から、ビーム・ビーム相互作用と光電子による電子雲

との相互作用を除いたものである。ERL 入射器を設
計する際に、まず重要となる相互作用は、これらの中

でも、静電磁場による力、動電磁場による力、そして

空間電荷効果の３つである。入射器ではビームのエ

ネルギーが低いために、まずこれらの効果が支配的

となる。より現実的な状況を考える場合には、航跡場

やイオン捕獲の影響を導入する必要があるが、ERL
入射器の設計にあたっては、基本的に上記の 3つの
効果を考えれば良い。また、合流部での影響を考慮

するときには、上記の 3つの効果に加えてCSRによ
る影響を考慮する必要がある。

現在放射光源として用いられている、GeV 程度の
エネルギーの放射光ストレージリングでは、ERL入
射器とは異なり、通常空間電荷効果は無視され、多く

の場合ビームは単粒子的に取り扱われる。では、ど

うして荷電粒子の集まりであるビームの中で、粒子

間のCoulomb相互作用を無視することが可能になる
か？まずは、円筒対称性をもつ連続ビームを例にし

てこのことを考えてみる。

3.3 空間電荷効果を無視できるビームエネ
ルギー

粒子間のCoulomb相互作用がビーム中ではどのよ
うになるかを、次のような簡単なモデルに対して考

える。z方向に一様かつ連続なビームが、z軸上を速

度 vz で移動しているとする。ここで、ビームの断面

は半径 rの円であると仮定する。また、電荷密度は

ビーム内で一様であるとする (ρ0 = const.)。このと
き、ビームが作る電場、磁場も円筒対称性をもつ。さ



らに、z 軸方向の連続ビームとしたため、電場、磁

場の z方向成分は zeroとなり、Er、Bφのみが残る。

Gaussの法則より、半径方向の電場は次のように与
えられる。

Er(r) =
1

2ε0
ρ0r (3.9)

次に、Ampereの法則を用いて、円周方向の磁場成分
を求める。電流密度は一様と仮定しているので、電

流密度は次のように与えられる。

j = ρ0v (3.10)

これを用いると磁場は、

Bφ =
1
2
µ0ρ0vr (3.11)

となる。このようなEr , Bφ内での荷電粒子が受ける

力は、Lorentz 力より次のように与えられる。

Fr = e(Er − vBφ)

= e

[
1

2ε0
ρ0r − 1

2
1

ε0µ0
ρ0v

2r

]

= e
ρ0r

2ε0

[
1 − v2

c2

]

=
1
2

e

ε0

ρ0

γ2
r (3.12)

ここで、Lorentz 因子

γ =
1√

1 − β2
, (3.13)

β = v/c、c2 = 1/(ε0µ0)を用いた。式 (3.12)より、
ビーム内の荷電粒子が受ける力は、1/γ2に依存する

ことがわかる。高エネルギービーム、すなわち、γが

十分大きい場合には、ビーム内でのCoulomb相互作
用を無視することができる。γ はビームの運動エネ

ルギーを E0とすると、

E0 = (γ − 1)mc2 (3.14)

と表される。例えば E0 = 2.5 GeV の場合、1/γ2 =
4.2 × 10−8 と十分小さい値となり、ビーム内での

Coulomb相互作用も小さくなることがわかる。一方、
ERL入射器では、E0 ∼ 10 MeV 程度であり、ビー
ム内での Coulomb 相互作用を無視することができ
ない。

以上のように簡単なモデルから、空間電荷効果の

エネルギー依存性を調べ、高エネルギービームの場

合には、その影響が十分小さくなることを示した。こ

のことから、GeVクラスの放射光貯蔵リング等では、

空間効果電荷の影響を無視することができる。同様

の結果は、ビームの静止系でCoulomb力による電場
を計算し、ビームが動いて見える実験室系に Lorentz
変換しても得られる。

空間電荷効果の影響がどの程度であるかを見る上

では、セクション 5.1で紹介するデバイ長を用いて、
より詳細に議論する。

3.4 バンチ化されたビーム

ビーム (beam)には、光線といった意味や、建築物
での梁という意味があり、連続して連なったものと

いうイメージとなるようである。加速器でいうビー

ムとは、単一の種類の粒子（電子や陽子など）、あ

るいは複数の種類の粒子が、ほぼ同じ速度を持って

同一方向に進行する集団であると考えることができ

る。加速器でビームというときには、進行方向に集

団で運動するということを指しているといえる。こ

のため、粒子の分布が進行方向に一様に連続である

か、あるいは塊になっているかには関係なく、ビーム

という言葉を使っている。ERLでの電子ビームは、
進行方向に対してもある塊となっており、これをバ

ンチと呼ぶ。本テキストでは、バンチ、あるいはバ

ンチ化されたビームという表現を、粒子分布がある

大きさを持っていることを強調するときに使う。セ

クション 5.3で、空間電荷効果を含んだ相対論的な場
合のビームエンベロープ方程式を求める際には、簡

単のために、バンチ化されていない進行方向に一様

なビームを考える。これに対して、投影エミッタン

スの増減を考える際には、ビームエンベロープ方程

式を拡張して、バンチ化された影響を電流分布の進

行方向に対する依存性として取り入れる。

ERLでは短いパルス幅を持つ光を生成するために、
バンチ長を短くすることが要求される。また、加速空

洞でビームを加速する際には、ある程度短いバンチ

長が必要とされる。これは、RF電磁場による加速で
は、電磁場が時間とともに変化するため、バンチ長が

有限である場合には、バンチ内での位置によってエネ

ルギー差が生じるためである。入射器で要求される

エネルギー拡がりは、1%程度であるので、これを実
現するためには、加速空洞に入る前にある程度バン

チ長を短くしておく必要がある。このために、ERL
入射器では、電子銃と超伝導加速空洞の間に、バン

チャー空洞を設置して、バンチ長を圧縮している。



3.5 ビームの性質を表すパラメタ

ビームは多数の粒子から構成されており、それら

の性質は、6次元位相空間での分布によって表現さ
れる。しかしながら、粒子数をN とすると、その分

布は 6N 個の値を持つことになる。当然のことであ

るが、これらの位相空間の情報は非常に重要であり、

ビームの性質を完全に表現しているが、実際にビー

ム同士の品質を比較する際には、幾つかのパラメタ

で表現できたほうが便利である。そこで、多くの場

合 6次元位相空間での分布から計算される、横方向
のビームの rmsサイズ、バンチ長、エミッタンス、エ
ネルギー拡がり、ビーム光学関数などを用いる。こ

こでは、ビームの分布から、これらのパラメタの求

め方を簡単に紹介する。

3.5.1 ビームサイズ、バンチ長

ビームの分布に対する物理量の平均を 〈〉で表すと
すると、横方向の rmsビームサイズ (σx, σy)、rms
バンチ長 σz は、

σ2
x = 〈(x − 〈x〉)2〉 (3.15)

σ2
y = 〈(y − 〈y〉)2〉 (3.16)

σ2
z = 〈(z − 〈z〉)2〉 (3.17)

と表される。横方向のビームサイズは、現実の加速

器では、スクリーンモニターやワイヤースキャナー

などによって測定される。バンチ長は、偏向RF空洞
を用いて、バンチ長に横方向の速度変調を与え、自

由空間を走らせた後に、スクリーンモニターで横方

向の位置を測定することにより、測定することがで

きる。このとき、時間方向の分布が RF電磁場によ
るキックによって、横方向の分布に変換される。

3.5.2 エミッタンス

ビームの品質を表す重要なパラメタとして、エミッ

タンスがある。エミッタンスは、位相空間中でのビー

ムの分布が占める面積により定義される。エミッタ

ンスが小さいビームでは、ビームサイズが小さく、ま

たその拡がりも小さいことなる。ここでは、位相空

間での楕円分布の面積からエミッタンスを考え、そ

の後に、現実の加速器で実際に測定される投影エミッ

タンスについて考える。

まずは、位相空間 (x, x′)上での分布が

ax2 + 2bxx′ + cx′2 = 1 (3.18)

で記述される楕円内で一様である場合を考える。こ

こで、a, b, cは楕円を記述するパラメタである。この

とき、位相空間の面積は、

Ax =
π

(ac − b2)1/2
(3.19)

で与えられる。この面積よりエミッタンスは

εx =
Ax

π
(3.20)

と定義される。

Liouvilleの定理より、位置座標 xと力学的運動量

Px とからなる位相空間での面積は、∫ ∫
dxdPx = const. (3.21)

というように不変量となる。このとき、位相空間

(x, x′)での面積は、

Ax =
1
P

∫ ∫
dxdPx =

1
γβmc

∫ ∫
dxdPx (3.22)

と表さる。Liouvilleの定理より
∫ ∫

dxdPx は一定で

あるので、Axは 1/γβに依存することがわかる。電

子貯蔵リングのように、ビームのエネルギーが変化

しない場合には (βγ = const.)、Ax は一定、つまり

エミッタンス εxは一定になる。しかし、ERL入射器
のように加速に伴いエネルギーが変化していく場合

には、βγ �= const.であるので、エミッタンス εx は

不変量とはならない。そこで、ERL入射器などのエ
ネルギーの変化する加速器では、エネルギーに依存

しないエミッタンスを使用するのが便利である。こ

れが、規格化エミッタンスであり、

εnx = βγεx (3.23)

と定義される。

位相空間での面積の代わりに、一般によく使用さ

れるエミッタンスの定義に、rmsエミッタンスがあ
る。規格化 rmsエミッタンスは、x, Px の平均二乗

偏差と結合項から、

εn,x =
1

mc

√
〈x2〉〈P 2

x 〉 − 〈xPx〉2

= βγ
√
〈x2〉〈x′2〉 − 〈xx′〉 = βγεx

(3.24)

と定義される。ここで、エミッタンスの式の中での

〈x2〉 は平均二乗偏差を表しており、厳密に書けば、



〈(x−〈x〉)2〉のことである。ここでは、エミッタンス
の定義式内では、記述の簡単化のために上記のよう

に記述するので、実際に計算する際には、適宜厳密

な式に読み替えて欲しい。

Hamiltonianによって記述される系では、Liouville
の定理が成り立ち、位相空間での粒子集団が占める

面積は保存する。しかし、位相空間での面積が保存

する場合でも、rmsエミッタンスは保存しない場合
があるので注意が必要である。Hamiltonianに非線
形成分が含まれる場合には、位相空間での分布が捩

れたりする。このとき面積は保存されるが、rmsエ
ミッタンスは増大する。rmsエミッタンスが保存す
るのは、外力が線形でかつ他の方向との運動の結合

がない場合である。

多くの場合、エミッタンスの定義として rmsエミッ
タンスが用いられているが、実際に rmsエミッタン
スが放射光の品質へ与える影響がどうなるかを考え

る。電子ビームから放射光を発生させる場合、エミッ

タンスが小さい方が放射光の輝度が上昇することが

知られている。これは、ビーム内の各々の電子が放

射する放射光が小さくまとまっているほどよく干渉

し、放射パワーが増大するということによる。仮に

位相空間の面積が同じでも、分布が非線形効果など

によって歪み、rmsサイズ (σx, σx′)が増大している
場合には、各電子からの放射光も拡がってしまい、放

射パワーの減少を引き起こす。すなわち、位相空間

での分布が歪んでいる場合、位相空間での面積が大

きい場合と同様に放射光の質の低下を招く。このよ

うに、放射光源の輝度は rmsエミッタンスで決まり、
rmsエミッタンスが小さいほど輝度が高くなる。この
ため、ビームの品質を表す尺度として、位相空間で

の面積で定義されたエミッタンスを用いるより、rms
エミッタンスを用いた方が良い。

ここまでは、ビームは進行方向に対して一様であ

ると考えてきた。ERL入射器では電子ビームはバン
チ化されているため、次にバンチ化されたビームの

エミッタンスについて考える。バンチ化されたビー

ムの場合、バンチを進行方向にスライスして、その

スライス毎の位相空間を考えることができる。すな

わち、スライス毎にエミッタンスを定義することが

できる。これをスライスエミッタンスと呼ぶ。また、

バンチ全体を進行方向に垂直な面に対して投影した

位相空間も考えることができる。この位相空間から

求められるエミッタンスを投影エミッタンスという。

投影エミッタンスは、各スライスエミッタンスの重

ね合わせになる。この投影エミッタンスが重要とな

るのは、RF電磁場を通過した場合や、空間電荷効果
の影響がある場合である。RF電磁場を有限のバンチ
長を持つビームが通過する場合、RF電磁場が時間に
依存するため、バンチスライスの位置によって受け

る力が異なってくる。また、空間電荷効果がある場

合には、バンチ中央と端の部分では電荷密度の違い

により、空間電荷効果による力が異なってくる。こ

のような場合、バンチスライスの位置によって、位

相空間での分布が変化する。すなわち、スライスに

よってエミッタンスが異なることになる。このとき、

投影された位相空間では、各スライスの位相空間分

布が一致しないため面積が増大する。つまり、投影

エミッタンスの増大が生じる。図 13にバンチ化され
たビームについてのスライスエミッタンスと投影エ

ミッタンスの関係を示す。スライスエミッタンスは、

原理的に減少させることはできないが、投影エミッ

タンスは各スライスの位相空間分布を一致させるこ

とにより、減少させることが可能である。これが投影

エミッタンスの補償である。空間電荷効果により増

大した投影エミッタンスの補償方法については、セ

クション 6.2でより詳細に検討する。

x'

x x

x' x'

x

x

x'

slice emittance

electron bunch

projected emittance

図 13: バンチ化されたビームでの投影エミッタンス。
空間電荷効果や RF電磁場などにより、スライスエ
ミッタンスに不一致が生じているとき、投影エミッ

タンスは増大する。

3.5.3 エネルギー拡がり

ビーム内の粒子は、ほぼ同一のエネルギーを持っ

ているが、全ての粒子が完全に同じエネルギーを持っ

ているわけではない。すなわち、現実のビームはあ

る有限のエネルギー拡がりを持ってる。ビーム内の

粒子でエネルギー差がある場合には、磁場中で異な



る軌道を描くことになり、これがさまざまな影響を

引き起こす。例えば、ビーム内の粒子が有限のエネ

ルギー差を持つ場合、偏向電磁石を通過すると軌道

差が生じ、横方向の位置の差が生じる。このような

エネルギー差によって生じる横方向のずれの大きさ

を表す関数が、分散関数である。分散関数がゼロで

ない箇所では、分散関数にエネルギー拡がりを掛け

た分だけ、横方向の分布の拡がりが生じる。ERL入
射器では、エネルギー拡がりは、電子ビーム生成時

に生じるものの他に、RF空洞での動電磁場によって
生じるもの、進行方向の空間電荷効果によって生じ

るものがある。

エネルギー拡がりは、ローレンツ因子 γ から

δ =
σE

E0
=

〈(γ − 〈γ〉)2〉1/2

〈γ〉 (3.25)

と計算される。ここで、σE は rmsエネルギー拡が
り、E0はエネルギーの平均で E0 = mc2〈γ〉である。

3.5.4 ビーム光学関数

粒子分布からビーム光学関数 (Courant-Synder Pa-
rameters) α̂, β̂, γ̂は、次のように計算される。粒子の

平均位置からのずれ、

xc = x − 〈x〉 (3.26)

x′
c = βx − 〈βx〉 (3.27)

を用いるとエミッタンス項は

εxc =
√
〈x2

c〉〈x′2
c 〉 − 〈xcx′

c〉2 (3.28)

と計算される。これを用いるとビーム光学関数は、

α̂x = −〈xcx
′
c〉

εxc
(3.29)

β̂x =
〈βz〉〈x2

c〉
εxc

(3.30)

γ̂x =
〈x′2

c 〉
εxc〈βz〉 (3.31)

と表される。y についても同様に計算することがで

きる。ここで、規格化された粒子速度 β、Lorentz因
子 γと、ビーム光学関数の”β”、”γ”を区別するため
に、ビーム光学関数にはˆをつけた。これらを用いる
ことで、粒子トラッキングコードを用いて ERL入射
器のシミュレーションを行った後に、最後の粒子分

布からビーム光学関数を計算することができる。こ

れらを用いて、ERL周回部でのビーム光学関数計算
の初期値とすることができる。



4 相対論的なビームの単粒子的取
り扱い

ここでは、相対論的なビームに対して、ソレノイ

ドや RF電磁場によるビームに対する収束作用を示
すために、空間電荷効果がない場合の運動方程式を

導出する。簡単のために、ビームはバンチ化されて

おらず、進行方向に対して一様であるとしている。ま

た、ここで求めるビームエンベロープ方程式はセク

ション 6.1で紹介する、空間電荷効果による投影エ
ミッタンスの変化を概観するための基礎となる。

4.1 運動方程式の導出

ここでは、荷電粒子の集団の運動を論じる前に、

ビームを構成する個別の荷電粒子の運動を考える。

荷電粒子は、相対論的な速度を持つとして、近軸光

線近似を用いて運動方程式を導出する。対象とする

系は、z 軸に沿って円筒対称性をもつとする。この

とき、粒子の運動は円筒座標系で (r, ṙ, θ, θ̇, z, ż) に
よって表すことができる。ここで、̇は時間による微

分 d/dtを表し、′ は z による微分 ∂/∂z を表すもの

とする。粒子は相対論的な速度をもって、z軸上を進

行するものとする。

運動方程式を求めるにあたって、近軸光線近似を用

いることにする。まず、次のような仮定を導入する、

1. r は外部磁場を作るコイルや鉄心の径に比べて

十分小さい

2. r′ も十分に小さい (r′ � 1)

3. vθ も十分に小さい (rθ̇ � ż)

すなわち、荷電粒子は対称軸である z 軸の近くを変

動すると仮定する。この仮定の下では、外部電磁場

の高次の項を無視することが可能となる。

z軸近傍で、外部電場による静電ポテンシャルは次

のように展開できる。

φ(r, z) = V − 1
4
V ′′r2 +

1
64

V (4)r4 − · · · . (4.1)

ここで、V (z)は z軸上のポテンシャルで

V (z) = φ(0, z) (4.2)

で表される。このとき、進行方向および半径方向の

電場は、

Ez(r, z) = −∂φ

∂z
= −∂V

∂z
= −V ′ (4.3)

Er(r, z) = −∂φ

∂r
=

1
2
V ′′r = − r

2
∂Ez

∂z
(4.4)

となる。同様にして、磁場のポテンシャル φm(r, z)
が

φm(r, z) = φm(0, z) − 1
4
φ′′

m(0, z)r2

+
1
64

φ(4)
m (0, z)r4 − · · · (4.5)

と展開されるとすると、1次の項を残し、φ′
m = −B

とすると、磁場は次のようになる。

Bz(r, z) = −∂φm

∂z
= B, (4.6)

Br(r, z) = −∂φm

∂r
= −1

2
B′r. (4.7)

円周方向の電場、磁場は、円筒対称性の仮定より、

Eθ = 0、Bθ = 0である。
次に電磁場中での荷電粒子の運動を考える。運動

方程式は、式 (3.8)から、

dP

dt
= γm

dv

dt
+ mv

dγ

dt
= q(E + v × B) (4.8)

で与えられる。この運動方程式は、円筒座標系 (r, θ, z)
の場合には、

d

dt
(γmṙ) − γmrθ̇2 = q(Er + rθ̇Bz − żBθ) (4.9)

1
r

d

dt
(γmr2θ̇) = q(Eθ + żBr − ṙBz) (4.10)

d

dt
(γmż) = q(Ez + ṙBθ − rθ̇Br) (4.11)

となる。これに円筒対称性がある場合のEとBを代

入すると、

m
d

dt
(γṙ) − mγrθ̇2 =

1
2
qV ′′r + qrθ̇B (4.12)

m
d

dt
(γr2θ̇) = −1

2
qżB′r2 − rṙB (4.13)

m
d

dt
(γż) = −qV ′ +

q

2
r2θ̇B′ (4.14)

となる。式 (4.12)の中の θ̇は、式 (4.13)から決まる
が、ここでは式 (4.13)の代わりに、系に円筒対称性
があると仮定して、正準運動量の保存則から求めるこ

とにする。電磁場中での荷電粒子のHamiltonianは、

H = c
√

m2c2 + (p − qA) + qφ − mc2 (4.15)

と表される。ここで、Aはベクトルポテンシャル、P

は力学的運動量、p は正準運動量で、p = P + qAで

ある。φとAが円筒対称性を持つ場合、Hamiltonian
も同様の対称性を持つ。従って、Hamiltonian方程
式より

dpθ

dt
= −∂H

∂θ
= 0 (4.16)



となり、pθ は保存量となる。

pθ = γmr2θ̇ + qrAθ = const. (4.17)

磁束 Ψ =
∫

B · dS を用いると、

Ψ =
∫

(∇× A) · dS =
∮

A · dl = 2πrAθ (4.18)

より、この Ψ を用いると、Aθ = Ψ/(2πr) となる。
また、z 軸の近傍で Bz(r, z) � Bz(0, z) = B とする

と、z軸近傍の半径 rの円筒断面を貫く磁束は、

Ψ = πr2B (4.19)

と書ける。Aθ の代わりに B を用いると、保存則は

pθ = γmr2θ̇ +
q

2
Br2 = const. (4.20)

となる。このとき、θ̇は

θ̇ = − qB

2γm
+

pθ

γmr2
(4.21)

あるいは、ż = dz/dt � βcとして、

θ′ =
dθ

dz
= θ̇

dt

dz
� − qB

2γmβc
+

pθ

mcβγr2
(4.22)

となる。ここで考えている系に円筒対称性がある場

合、円周方向の正準運動量は保存量となり、その値

は式 (4.20)より、粒子位置 r、θ̇、γそしてBの初期

値によって決まる。粒子が自由空間 (B = 0)から出
発する場合には、pθ = γmr2θ̇となる。さらに、円周

方向の初期速度がゼロ (θ̇ = 0)の場合には、pθ = 0
となる。

次に、z 方向の運動方程式 (4.14)から γ とポテン

シャル V の関係を導く。ż � v = βc (vθ = rθ′ � v)
とすると、式 (4.14)の右辺第 2項を無視することが
でき、

m
d

dt
(γż) = −qV ′ (4.23)

となる。つぎに左辺を計算すると、

d

dt
(γż) =

dz

dt

d

dz
(γż)

= v(γ′v + γv′)

= c2(γ′β2 + γβ′β) (4.24)

となる。ここで、β′ � 0、および β � 1とすると、

d

dt
(γż) = c2γ′ (4.25)

と求まる。これより、式 (4.23)は、

mc2γ′ = −qV ′ (4.26)

あるいは、
d

dt
(mc2γ + qV ) = 0 (4.27)

となる。式 (4.27)を積分すると、

mc2γ + qV = const. (4.28)

となり、積分は定数となる。この定数に mc2を付け

加えると

(γ − 1)mc2 + qV = T + U = const. (4.29)

となり、これはエネルギー保存則を示していること

がわかる。ここで、T は運動エネルギー、U はポテ

ンシャルエネルギーである。T = 0、つまり γ = 1の
とき V = 0とすると、定数はゼロとなり、

(γ − 1)mc2 + qV = 0 (4.30)

となる。このとき γ は

γ = 1 − qV (z)
mc2

= 1 +
|qV (z)|

mc2
(4.31)

と表される。

円周方向の正準運動量の保存から求めた式 (4.21)
の θ̇を r方向の運動方程式 (4.12)に代入すると、

d

dt
(γṙ) =

q

2m
V ′′r +

rθ̇

m
(mγθ̇ + qB)

=
q

2m
V ′′r − 1

4γ

(
qB

m

)2

+
p2

θ

γm2r3

(4.32)

となる。左辺の微分を計算すると、

d

dt
(γṙ) = γ̇ṙ + γr̈ (4.33)

となる。左辺の γ と rの微分は、

γ̇ =
dz

dt

dγ

dz
= γ′βc

ṙ =
dz

dt

dr

dz
= r′βc (4.34)

r̈ =
d

dt
(r′βc) = r′′β2c2 + r′

γ′

γ3
c2

となる。ここで、γ′/γ3 = ββ′を用いた。これを用い
ると、式 (4.33)は、

d

dt
(γṙ) = c2(γβ2r′′ + γ′r′) (4.35)

となる。これより、r方向の運動方程式 (4.32)は、

c2(γβ2r′′ + γ′r′) =
q

2m
V ′′r − 1

γ

(
qB

2m

)2

r

+
p2

θ

γm2

1
r3

(4.36)



となる。この式は V ′′ の項を含むが、エネルギー保
存則から求めた式 (4.31)を用いることより、

qV ′′ = −mc2γ′′ (4.37)

と、γ′′を用いて表すことができる。式 (4.36)にこの
V ′′を代入して整理したものが、ここで求めたかった
相対論的な粒子に対する近軸光線近似のもとでの運

動方程式

r′′ +
γ′

γβ2
r′ +

γ′′

2γβ2
r +

(
qB

2mcβγ

)
r

− p2
θ

m2c2γ2β2

1
r3

= 0 (4.38)

である。左辺第 2項は断熱項、第 3項は加速電場に
よる収束の項、第 4項はソレノイドによる収束の項、
そして第 5項は円周方向運動量による項である。
以上のように、ここでは近軸光線近似を用いて、相

対論的な速度を持つ 1粒子の運動方程式を導いた。実
際のビームは粒子分布を持つため、その運動を考え

る際には粒子分布による影響を考慮する必要がある。

ビームの集団としての運動を考える場合、個別の粒

子の座標を全て記述するのではなく、粒子分布に対

する rmsビームサイズの変化を考える方が便利であ
る。横方向のビームの運動は、ビームエンベロープと

呼ばれるビームの大きさを記述する包絡関数によっ

て記述することができる。ビームエンベロープの時

間発展を記述する方程式をビームエンベロープ方程

式と呼ぶ。ビームが半径 rm の円形断面をもち、電

荷密度はビーム内で一様で、ビーム内の各粒子の軌

道は交差しないと仮定すると、ビームサイズの変化

rm(z)は、式 (4.38)の中の rを rmで置き換えたビー

ムエンベロープ方程式で表される。しかし、この式

では、位相空間中での粒子分布による影響が考慮さ

れていない。ビームが有限なエミッタンスを持つ場

合、ビームエンベロープ方程式にエミッタンスによ

る増大を表す項を追加する必要がある。次に、ビー

ム粒子の分布が位相空間上で楕円形状を持つとして、

ビームエンベロープ関数とエミッタンスの関係式を

導出する。

4.2 エミッタンス項

横方向の位相空間上 (r, r′ = dr/dz)で粒子分布が
楕円形状を持つ場合、その楕円は係数 a、b、cを用

いて次のように表すことができる。

ar2 + 2brr′ + cr′2 = 1 (4.39)

このとき位相空間の面積は、

A = επ =
π

(ac − b2)1/2
(4.40)

と表される。ここで、ε = 1/(ac− b2)1/2はエミッタ

ンスである。次のような楕円の係数からなる行列

σ̄ =
1
ε2

(
c −b

−b a

)
(4.41)

を用いると、楕円の式 (4.40)は

trσ̄−1r = 1 (4.42)

と表される。ここで、

r =

(
r

r′

)

tr = (r, r′)

である。行列 σ̄は、rと r′ についての二乗偏差から
構成される σ行列と

σ =

(
σ2

r σrr′

σr′r σr′2

)
= ε4σ̄ (4.43)

という関係がある。規格化された粒子分布密度 ρ(r, r′)
(
∫

ρdrdr′ = 1)を用いると、

σ2
r =

∫
ρ(r − 〈r〉)2drdr′ (4.44)

σ2
r′ =

∫
ρ(r′ − 〈r′〉)2drdr′ (4.45)

σrr′ =
∫

ρ(r − 〈r〉)ρ(r′ − 〈r′〉)drdr′ (4.46)

である。ここで、

〈r〉 =
∫

ρrdrdr′ (4.47)

〈r′〉 =
∫

ρr′drdr′ (4.48)

とした。

簡単のために、電磁場による収束作用のない自由

空間での、エミッタンスによるビームエンベロープ

の変化を考える。(r1, r
′
1)を持つ粒子が、長さ zの自

由空間を進んだとき、出口での座標は、自由空間で

の転送行列

M =

(
1 z

0 1

)
(4.49)

を用いて、 (
r2

r′2

)
= M

(
r1

r′1

)
(4.50)



と表される。この転送行列を用いて、自由空間を進

んだときの楕円分布のパラメタ (a, b, c)の変化を求め
る。転送行列M に対して、行列 σ̄は

σ̄2 = Mσ̄1
tM (4.51)

のように転送される。ここで、σ̄1 はM の入口での

値、σ̄2は出口での値である。自由空間入口のパラメタ

σ̄1 =
1
ε2

(
c1 −b1

−b1 a1

)
(4.52)

から、自由空間出口のパラメタは、転送行列を用いて

σ̄2 =
1
ε2

(
c2 −b2

−b2 a2

)

=
1
ε2

(
1 z

0 1

)(
c1 −b1

−b1 a1

)(
1 0
z 1

)

=
1
ε2

(
c1 − b1z + z(a1z − b1) a1z − b1

a1z − b1 a1

)

(4.53)

と表すされる。これより、長さ zの自由空間では、楕

円分布のパラメタは

a2 = a1 (4.54)

b2 = b1 − a1z (4.55)

c2 = a1z
2 − 2b1z + c1 (4.56)

と転送される。これらのパラメタを用いて、ビーム

エンベロープの変化を計算する。自由空間出口での

ビーム半径の最大値は、

R2 = σr,2 = ε
√

c2 (4.57)

と表される。これを 1回微分すると、

R′
2 =

dR2

dz
=

ε

2
1√
c2

c′2 (4.58)

となる。式 (4.56)を 1回微分した c′2 = 2(b1−a1z) =
−2b1を用いると、

R′
2 =

ε

2
1√
c2

c′2 = − εb2√
c2

(4.59)

と求まる。これをさらに微分すると、2回微分は

R′′
2 =

ε

2

(
−1

2
c
−3/2
2 c′22 + c

1/2
2 c′′2

)

=
ε2

R3
2

(4.60)

となる。これより、自由空間でのエミッタンスによ

るエンベロープの変化は、

R′′ − ε2

R3
= 0 (4.61)

と表される。これがエミッタンスによる項であり、エ

ミッタンスがゼロでない場合には、ビームエンベロー

プ方程式 (4.38)にこの項を付け加える必要がある。

4.3 ソレノイドによる収束作用

ここでは、ソレノイド電磁石による収束作用を考

える。γ が一定とし、また初期の円周方向の運動量

をゼロとする (pθ = 0)。ソレノイドの磁場を Bとす

ると、近軸光線近似のもとでの粒子の運動方程式は、

式 (4.38)より、

r′′ + k2(z)r = 0 (4.62)

となる。ここで、

k2(z) =
(

qB(z)
2mcβγ

)2

(4.63)

とした。この運動方程式をソレノイドの入口 (z1)か
ら出口 (z2)まで積分すると、入口と出口でのビーム
の傾きの差は、

r′(z2) − r′(z1) = −
∫ z2

z1

k2(z)dz (4.64)

と計算される。k2は常に正であることから、粒子の

軌道がソレノイド内で z軸を横切らない (r ≥ 0)とす
ると、r′(z2) − r′(z1) < 0となる。つまり、r′(z2) <

r′(z1)となり、このときソレノイド出口での傾きは、
入口での傾きに比べて小さくなり、ソレノイドは収束

力を及ぼしているということを示している。式 (4.64)
が示すように、この積分は k2の積分、つまりB(z)2

についての積分であるため、ソレノイドは磁場の向

きに関係なく収束力を及ぼすことになる。

ソレノイドによる収束のもう一つの特徴として、

xy空間での分布を収束とともに回転させるという効

果がある。円周方向の時間発展は、式 (4.22)により
表される。ソレノイドの入口で、θ = 0、pθ = 0とし
て、θ′ を積分すると、粒子はビームの出口で、

θr = −
∫ z2

z1

qB(z)
2mcβγ

= −
∫ z2

z1

k(z)dz (4.65)

だけ回転することになる。この積分は、B2ではなく

Bについての積分なので、回転方向は Bの符号、つ



まり磁場の向きに依存する。このように、ソレノイ

ドはビームに対して収束作用とともに xy空間での回

転を引き起こす。

ソレノイドによる収束作用の焦点距離 f は、

1
f

= −r′

r
=
(

q

2mcβγ

)2 ∫ z2

z1

B2(z)dz (4.66)

と定義される。ソレノイドの中心磁場の強さをB0と

して、有効磁場長

Lsol =
1

B2
0

∫ z2

z1

B2(z)dz (4.67)

を用いると、焦点距離は

1
f

=
(

q

2mcβγ

)2

LsolB
2
0 (4.68)

と表され、B2 の依存性を持つことがわかる。

4.4 動電磁場による収束発散作用

ERL入射器での重要な物理として、RF電磁場を
利用した加速、バンチ化がある。これらは、マイクロ

波を加速空洞内に導入して共振させ、空洞内に動電

磁場を形成し、それらと電子ビームを相互作用さるこ

とによって行われる。これらの動電磁場はRF(Radio
Frequency)電磁場と呼ばれる。電子ビームを加速す
る際には、電子ビームが空洞を通過するときに、電

磁場の頂点（最大値を与えるとき）にタイミングを

合わせる必要がある。また、電子ビームをバンチ化

させる場合には、セクション 4.5で説明するように、
電磁場のゼロ点と交差するようなタイミングでバン

チを通過させ、バンチの前後で速度差を生じさせる。

ここでは、ERL入射器で重要となる横方向の運動
に着目しているので、RF電磁場による横方向の収束
発散作用についてのみ紹介する。進行方向について

のビームダイナミクスについては、線形加速器の教

科書や他の参考文献を参照して欲しい。

まず、RF電磁場による横方向の収束発散作用を調
べるために、一つの空洞があると仮定し、その空洞内

に円筒対称性を持った定在波 (TM01モード)が出来
ているとする。その中を電子ビームが通過した際に、

横方向にどのような影響が生じるかを考える。具体

的には、RF光電陰極電子銃がそれにあたる。RF光
電陰極電子銃の模式図を図 14に示す。空洞内での z

軸上の電場の z 成分は、

Ez(z, t) = E0(z) cos(kz) cos(ωt) (4.69)

electron bunch

photo cathode

z

laser beam

図 14: RF光電陰極電子銃の模式図。

ここで、ωはRF電磁場の角振動数、kは波数で k =
2π/λ = ω/c、λはRF電磁場の波長である。また、バ
ンチの中心座標を z0とすると、位置 zにあるバンチ

内の粒子の、バンチ中心からの相対位置は、s = z−z0

で表される。電場の最大値E0は、zの関数で空洞の

入口、出口や口径が狭い部分以外では定数となり、ま

た空洞外ではゼロとなる。ここでは、簡単のために、

E0 は定数であるとする。z 軸近傍では、式 (2.6)お
よび式 (2.7)より、Er(z, t)および Bθ(z, t)は

Er(z, t) = − r

2

[
∂E0

∂z
cos(kz) cos(ωt)

−E0 sin(kz) cos(ωt)
]
, (4.70)

Bθ(z, t) =
rω

2c2
E0 cos(ks) sin(ωt) (4.71)

と計算される。半径方向の運動方程式は、

dPr

dt
= q (Er − vBθ) (4.72)

であるから、これに上記の Er と Bθ を代入すると、

dPr

dt
= −qr

2

[
∂E0

∂z
cos(kz) cos(ωt)

−E0 sin(kz) cos(ωt)

−ω

c
βE0 cos(ks) sin(ωt)

]
(4.73)

となる。ビーム粒子の RF電磁場についての位相

ϕ = ωt − kz (4.74)

を導入すると、

dPr

dt
=

r

2
kqE0

[
− 1

kE0

∂E0

∂z
cos(ks) cos(ks + ϕ)

+
1
2
(1 + β) sin(2ks + ϕ)

−1
2
(1 − β) sin(ϕ)

]
(4.75)



となる。これより、半径方向の力は位相 ϕに依存、

すなわち、バンチ内での粒子の相対的な位置に依存

して変化する。この式は、RF電子銃に限らず、一般
の RF加速空洞に適用することができる。この横方
向の収束発散の効果は、低エネルギーのイオン線形

加速器や、高い加速勾配を持つ電子ビーム用入射器

やバンチャー、RF 電子銃などで重要となる。ここ
で、ビームは電子ビーム (q = e)であるとして、電子
ビームは速やかに β � 1に加速されると考える。こ
のとき、∂E0/∂zの項は、通常それほど重要ではない

ため、議論を簡単にするために、ここではこの項を

省略する。これらの仮定の下では、半径方向の運動

方程式を
dPr

dt
=

r

2
keE0 sin ϕ (4.76)

と近似することができる。これより、位相が−π/2 <

ϕ < 0の場合には、RF電磁場による半径方向の力
は、発散力となる。次に、この方程式を積分して、半

径方向の運動量を求める。初期条件として、z = 0
で、Pr = 0とし、また半径方向の粒子の位置は一定
に保たれる (r � const.)とし、RF空洞の入口から出
口まで積分すると、半径方向の運動量 Pr は、

Pr =
erE0

2c
cosϕ1 (4.77)

となる。ここで、ϕ1 は空洞入口での粒子の位相で

ある。

次に、この位相 ϕ1を、バンチの中心での位相 ϕ01

とその周りでの微小な位相∆ϕで、

ϕ1 = ϕ01 + ∆ϕ (4.78)

と展開できるとする。このとき、微小な位相は∆ϕ �
−k(z − z0) = −ksと表すことができる。これを用い

ると、バンチ中心の粒子 (x, z0)と、中心から sだけ

離れた粒子 (x, z)の運動量の差は、

∆Px = Px(x, z) − Pz(x, s0) (4.79)

となる。ここで、後で定義する横方向の rmsエミッ
タンスを x方向に対して計算するために、rを xで

置き換えた。式 (4.77)より、0 < ϕ0 < π/2のとき運
動量の差は

∆Px =
eE0k

2c
| sinϕ01|xs (4.80)

と計算される。これより、x方向の運動量の差は、横

方向の位置 xと、バンチ中心からの進行方向の位置

sの積で表されることがわかる。sに依存するという

ことは、すなわちバンチスライスによって、発散力

が異なることを表しており、投影エミッタンスの増

大を引き起こすことになる。バンチが位相空間内で

ある分布を持つとし、∆Px と x、そして sについて

の二乗平均から RF電磁場の発散作用によるエミッ
タンスの増大量を計算することができる。〈〉を粒子
分布に対しての平均とすると、x方向の規格化エミッ

タンスの増大量は、

∆εnx,rf =

[〈x2〉〈∆P 2
x 〉 − 〈x∆Px〉1/2

]2
mc

=
eE0k

2mc2
σ2

xσz| sin ϕ01| (4.81)

と計算される。ここで、σx = 〈x2〉1/2、σz = 〈s2〉1/2

とした。このように、バンチ中心での位相 φ01によっ

て、エミッタンスの増大が生じることが示された。

次に、横方向の運動量のバンチ中心からの距離 s

に対する依存性から、上記の場合と同様にエミッタ

ンスの変化を検討する。横方向の運動量 Px は、

Px(x, s) = Px(0, 0) +
∂Px

∂x
x +

∂Px

∂z
z

+
∂2Px

∂x∂z
xz + · · · (4.82)

と展開することができるとする。このとき、右辺第

3項はRF電磁場によるキックを表し、第 4項は収束
発散作用を表す。図 15に、位相空間中での RF電磁
場によるキックと収束発散作用の影響を示す。キッ

クによる影響は、スライスによって位相空間での分

布が Px方向に平行に移動することであるが、それに

対して収束発散作用による影響は、粒子の位置 xに

も依存する。キックの影響は、ビームラインの下流

側でキャンセル可能であるのに対して、収束発散作

用による影響は一般的にはキャンセルできないとい

う大きな違いがある。キックと収束発散作用による

エミッタンスの増大は、

∆εkick =
1

mc

∣∣∣∣∂Px

∂z

∣∣∣∣ σxσz (4.83)

∆εfocus =
1

mc

∣∣∣∣∂2Px

∂s∂x

∣∣∣∣ σ2
xσz (4.84)

と表すことができる。これらより、RF空洞での規格
化エミッタンスの増大は、

ε2
nx = ε2

0 + (∆εkick)2 + (∆εfocus)2 (4.85)

とすることができる。ここで、ε0は RF空洞入口で
のエミッタンスである。



x
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x
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(a) kick (b) focusing

headtail
bunched beam

β

図 15: RF電磁場によるキックと発散収束作用が位
相空間分布に及ぼす影響。(a)キックによるスライス
の変化、(b) 発散収束作用によるスライスの変化。

このように、ここでは簡単なモデルを用いて、RF
電磁場によって投影エミッタンスの増大が引き起こ

されることを見てきた。実際の ERL入射器では、複
数の RF加速空洞が導入されるため、低いエミッタ
ンスを持つビームを生成するためには、これらの位

相や加速勾配を調整する必要がある。さらに、実際

の加速電場の分布は一般に加速空洞の形状に依存し、

また空間電荷効果の影響も考慮しなければならない

ため、これらの多数のパラメタを解析的に最適化す

るのは難しい。このため、通常は粒子トラッキング

によるシミュレーションの繰り返しによるパラメタ

の最適化が行われる。

また、低エミッタンスビームを得る上で、RF空洞
の設置精度も重要である。設置誤差により、RF電磁
場の中心軸に対して、ビーム軌道のオフセットや傾

きが生じるが、これらはエミッタンスの増大を引き

起こす。実際の ERL入射器では、これらの設置誤差
についても考慮しなければならない。

4.5 バンチャーによるバンチ長の圧縮

ERL入射器用の光電陰極電子銃からは、パルス状
のレーザーを用いて、バンチ化されたビームが取り

出される。短いバンチ長を得るためには、レーザーの

パルス幅を短くすれば良いが、実際には空間電荷効

果があるため、生成直後のバンチ長は保存されない。

特に、カソード近傍の電子ビームが生成された直後

では、ビームのエネルギーが低いために、空間電荷

効果によるバンチ長が引き伸ばされる効果が顕著に

現れる。同じ電荷量のバンチを生成する場合、レー

ザーのパルスを短くすると、電荷密度が増大するこ

とになり、空間電荷効果がより強く現れることにな

る。このため、レーザーのパルス幅は、要求される

電荷量、バンチ長、エミッタンスに合わせて最適な

値にしなければならない。

電子銃で生成されたバンチは、空間電荷効果によっ

て急激に増大するため、入射器の出口で短いバンチ

長のビームを得るには、電子銃の後ろにバンチャー

空洞を設置して、速度変調によってバンチ長を短く

する必要がある。このようなバンチングの方法をド

リフトバンチング (drift bunching)、あるいは速度バ
ンチングという。また、もう一つのバンチングの方

法として、磁場バンチングがある。これは、磁場中

で運動量の異なる粒子は異なる軌道を取るという性

質を用ている。バンチ内の粒子に適当な運動量の差

を生じさせておけば、適切な磁場中の軌道を通して

やることにより、ある地点でのバンチ長を短くする

ことが可能となる。このためには、運動量差を生じ

させるための RF電磁場、そして適切な軌道を形成
するための電磁石系が必要となる。

この２つのバンチングの方法では、それぞれ次の

ような特徴がある。ドリフトバンチングの場合は、バ

ンチ内の速度差が重要であるため、ビームのエネル

ギーが十分高い場合 (β ∼ c)の場合には、十分な速
度差が得られず、うまく機能させることが出来ない。

このため、ドリフトバンチングはエネルギーの低い

領域で用いられる。また、ドリフトバンチングの場合

には、速度変調を与えるバンチャー空洞があればよ

いので、その装置はコンパクトになる。従って、ビー

ムのエネルギーがまだ低いということ、そして小規

模なシステムであるということで、入射器では主に

ドリフトバンチングが用いられている。磁場バンチ

ングの場合には、運動量の差による磁場中での軌道

長の変化を利用するため、ドリフトバンチングに比

べると大規模なシステムとなる。しかし、速度変調を

利用していないため、高いエネルギーのビームでも

この方法は有効である。ERL周回部では、バンチ長
を圧縮するために磁場バンチングが用いられる。運

動量差は、主加速空洞によって与えられ、周回部の

ビーム光学関数を最適化することにより、挿入光源

の位置でバンチ長を短くすることが可能である。

次にドリフトバンチングの概念について、簡単な

モデルを用いてを紹介する。ERL入射器ではあまり
使われない磁場バンチングについては、他の文献を

参照して欲しい。ドリフトバンチングでは、バンチ

に速度変調を与えるために、バンチャー空洞を通過
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図 16: RF電磁場によるバンチング。バンチ中心で
RF電磁場がゼロになるようにして、バンチに速度変
調を掛ける。バンチ前方は減速され、バンチ後方は

加速されるため、ある距離 Lだけ自由空間を進行し

た後、バンチ長は最小になる。

させる。バンチャー内での RF電磁場を

Ez = E0 sin(ωt) (4.86)

とすると、図 16に示すように、ωt = 0ときにバン
チの中心が通過するようにする。このとき、バンチ

中心より前にいる粒子は減速され、後ろにいる粒子

は加速される。位相 ωtがゼロ近傍にあるとすると、

Ez は次のように

Ez ∼ E0ωt (4.87)

と、ωtの 1次の関数として展開することができる。バ
ンチャー空洞通過後は、図 17に示すように、(z, Pz)
位相空間中で、分布が傾くことになる。自由空間を

通過するときは、Pz は変化せず、z のみが Pz に依

存して変化する。適当な距離進行すると、図 17に示
すように、分布の空間的拡がり、つまりバンチ長は

最小となる。このように、ドリフトバンチングによ

り、バンチ長を圧縮することが可能である。

以上のモデルでは、空洞内での電場が E0 で一様

であるとして簡単化したが、現実には、RF電磁場の
非線形性や、相対論的な効果により、速度変調は非

線形となる。このため、自由空間を最適な距離進ん

だ後でも、バンチ長は有限に留まり、ゼロとはなら

ない。また、上で説明したように、空間電荷効果に

よるバンチ長を引き伸ばす効果があるため、現実の

入射器でのバンチ長の圧縮は複雑になり、解析的に

バンチ長の最小値を予測するのは難しい。このため、

入射器の設計では、空間電荷効果を含んだ数値計算

z

Pz
drift

accelerate

decerate

drift

図 17: 進行方向の位相空間 (z, Pz)での RF電磁場
によるバンチング。バンチ入口で速度差のなかった

ビームが、バンチャーで速度変調を受け、その分布

は傾く。自由空間では Pz は変化しないが、zはビー

ムが進行するに従い変化する。自由空間をある距離

進むと位相空間中での zの分布は最小になる。

コードを用いて、加速電場の強さや位相、加速空洞

間の距離などの多数のパラメタを最適化する必要が

ある。



5 空間電荷効果

ここでは、空間電荷効果の影響について紹介する。

まずは、対象とするビームが空間電荷効果が重要な

領域にあるか、あるいはエミッタンスによる効果が

重要な領域あるかを判定するためのパラメタとして、

Debye長を導入する。その後、空間電荷効果による
力が空間的に滑らかである場合について、セクション

4.1で求めたビームエンベロープ方程式を拡張する。

5.1 空間電荷効果の分類

ビームは荷電粒子が集団でほぼ同じ速度で運動す

る状態である。荷電粒子間には当然ながらCoulomnb
相互作用が働き、同じ電荷符号の粒子間では斥力が

働き、違う電荷符号の粒子間では引力が働く。ビーム

のように非常に多くの荷電粒子を含む場合には、離

れた距離にある粒子集団からの相互作用の全体は空

間的に滑らかな力として考えることができるが、こ

の他に、近接粒子した粒子がいる場合には衝突的な

力も考える必要がある。この状況をもう少し詳しく

説明する。まず、ビームの静止系でビーム内の粒子

の速度差が非相対論的であるとする。また、ビーム

はN 個の粒子からなり、各粒子は電荷 qを持つとす

る。このとき、粒子 jと粒子 iの距離を rij = ri−rj

とすると、粒子 j が粒子 iに及ぼす Coulomb力は、

F ij =
q2

4πε0

rij

r3
ij

(5.1)

となり、粒子 iに対する全 Coulomb力は、

F i =
N∑

j �=i

q2

4πε0

rij

r3
ij

(5.2)

と表される。Coulomb力の性質として、ある程度粒
子 iから距離が離れた粒子からの力も、F iに寄与す

る。これら粒子からの多数の小さい力が集まること

で、空間的に滑らかなポテンシャル φs(r, t)が形成
されるとみなすことができる。ただし、粒子 iに極

めて近い距離にも幾つか粒子があることが考えられ、

これらの力は粒子 iとの位置関係に強く依存した衝

突的な力となる。ここで、形式的に全Coulomb力を
空間的に滑らかな項と衝突的な項に分けると、

F i =
∂

∂r
φs(r, t) +

q2

4πε0

∑ rij

r3
ij

(5.3)

と表すことができる。ここで、右辺第 2項は粒子 iに

極めて近い位置にある粒子の和とする。どの程度の

範囲までこの領域に入るとするかについては、後で

導入する Debey長がその指針となる。空間的に滑ら
かなポテンシャルは、電荷密度分布 ρ(r, t)から、

φs(r, t) =
∫

ρ(r, t)
4πε0|r − r′|dV (5.4)

と計算することができる。

多くの空間電荷計算コードでは、空間的に滑らか

な力のみを取り入れて空間電荷効果を計算している

が、場合によってはこの仮定が成り立たず、衝突力

による効果が支配的になる場合も在り得る。正しく

空間電荷計算コードを使用するためには、対象とす

るビームにおいて、どちらの力が支配的なのかを知

る必要がある。

ここでは、プラズマ物理での基本パラメタである

Debye長の概念を電子ビームに適用し、空間電荷効
果が滑らかな力として取り扱えるか、あるいは衝突

的な力も考慮する必要があるかを分類する。また、空

間電荷効果を含んだビームのシミュレーションでは、

多くの場合マクロ粒子を使った粒子トラッキング計

算が行われるが、マクロ粒子の数がどの程度必要か

を把握するためにも、Debye長の考えは有効である。
ここでは、まず中性プラズマ中での Debye遮蔽の効
果を見た後に、相対論的ビームでの Debye長、プラ
ズマ振動数を導入する。最後に、Debye長を利用し
て、電子ビームの空間電荷効果を分類する。

まず、中性なプラズマに対しての Debey長を導入
し、その効果を紹介する。一価の正のイオンと電子

からなる中性なプラズマを考える。プラズマは温度

T で平衡状態にあるとする。簡単のために、球座標

で考え、プラズマの中心 (r = 0)にテスト電荷 q が

置かれたとする。このとき、電荷分布は中性から外

れ、ポテンシャル φ(r)が生じる。イオンと電子の分
布は、熱平衡状態と仮定したので、Maxwell分布で
表され、

n(r) = n0 exp
[
−qφ(r)

kBT

]
(5.5)

となる。ここで、n0 = n(0)である。このポテンシャ
ルは、イオンと電子から作られる電荷分布のずれに

よって生じ、Poisson方程式

∇2φ(r) = − q

ε0
ni(r) − ne(r)

= − q

ε0
n0

[
exp

(
−qφ(r)

kBT

)

− exp
(

qφ(r)
kBT

)]
(5.6)



によって計算される。ここで、右辺第 1項はイオンに
よる項、第 2項は電子による項である。qφ(r) � kBT

として、指数関数を展開し、1次の項のみを残すと、

∇2φ(r) =
q

ε0

[
2qφ(r)
kBT

]
= 2

φ(r)
λ2

D

(5.7)

となる。ここで、λDは非相対論的な場合のDebye長
であり、

λD =
(

ε0kBT

q2n0

)2

(5.8)

と定義される。また、熱平衡状態での rms速度 v̄x =
(kBT/m)1/2と、プラズマ周波数ωp = (q2n/ε0m)1/2

を用いて、

λD =
v̄x

ωp
(5.9)

と定義することもできる。式 (5.7)の解は、

φ(r) =
q

4πε0

1
r

exp

(
−
√

2r
λD

)
(5.10)

となる。r � λdの領域では、指数関数はほぼ 1とな
り、ポテンシャルは

φ(r) =
q

4πε0

1
r

(5.11)

となり、真空中での電荷 qが作るポテンシャルと等し

くなる。このことは、Debye長より粒子間の距離が
短い場合 (r � λ)には電荷 q が作るポテンシャルに

等しくなるが、Debye長より粒子間の距離が長い場
合 (r 
 λD)にはポテンシャルは指数関数的に減少
するということを示している。図 18に示すように、
Debye長より外側では、裸の電荷のときと比べて電
場が遮蔽されている。これがプラズマ中での Debye
遮蔽である。

電子ビームは非中性プラズマと考えることができ、

これらの議論から Debye長による粒子間相互作用の
分類を類推することができる。電子ビームの場合に

は、異種電荷による遮蔽の効果はないが、粒子間の相

互作用が空間的に滑らかであるか、あるいは衝突的

であるかを示すのに Debye長を使うことができる。
次に相対論的な速度を持つ電子ビームに対しての

プラズマ周波数とDebye長を定義する。セクション
3.2で示したように、相対論的な速度を持つ電子ビー
ムの横方向の運動方程式は、ẍ = ω2

p/2 = Fs/γmと

書ける。ここで、ビームは円筒断面を持つ連続ビー

ムとすると、空間電荷効果による力は式 (3.12)より、
Fs = q2nr/(2ε0γ

2)と表される。これより相対論的
な場合のプラズマ周波数を

ωp =
(

q2n

ε0γ3m

)1/2

(5.12)
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図 18: プラズマ中でのDebye遮蔽の効果。Debye長
より外側では、ポテンシャルが裸の電荷のときに比

べて小さくなる。

と定義することができる。ここで定義したプラズマ

周波数を用いて、相対論的な場合の Debye長を

λD =
v̄x

ωp
=
(

ε0mγ3v̄2
x

q2n

)1/2

(5.13)

と定義する。平均速度 v̄xは、ビームが実験室系の温

度で熱平衡状態にあるとすると、γmv̄x
2 = kBT の

関係から、v̄x = (kBT/γm)1/2 と求めることができ

る。これを上の式に代入すると、相対論的な場合の

Debye長は、

λD =
(

ε0γ
2kBT

q2n

)1/2

(5.14)

となる。

最後に、ここで定義した相対論的なビームに対す

る Debye長を用いて、ビーム内での空間電荷効果の
影響を分類する。まずは、ビーム内の粒子間平均距

離を lpとして、λD 
 lpの場合を考える。この場合、

Debye長の内側には十分に多くの粒子が含まれるこ
とになり、電荷分布あるいはそれが作る電磁場は十

分に空間的に滑らかであると考えられる。ビームの

半径を aとすると、Debye長に対する大きさの比か
ら、次のような 3つの領域が考えられる。

1. λD 
 a: 衝突的な力が強い、エミッタンスが支
配的な領域

2. λD � a: 集団的な効果による空間的に滑らかな
力が支配的な領域

3. λD ∼ a: 衝突的な力、空間的に滑らかな力の両
方が重要



1. の λD 
 aの場合は、ビームエネルギーが高い、

あるいはビームの温度が十分高い場合に起きる。ビー

ム内の粒子はDebye長以内に収まるため、ビームの
集団的な効果による空間的に滑らかな力よりも、数

多くの粒子から受ける衝突的な力が支配的となる。

また、衝突的な力によりビーム内の粒子間でエネル

ギーのやり取りが十分に行われるため、ビームは熱

平衡状態に達し、その分布はMaxwell-Bolzmann分
布で表される。このような状況では、統計力学から

の類推により、個別の粒子間の相互作用は無視する

ことができ、ビームを 6次元の位相空間 (r, P )を持
つ単粒子の集団として扱うことができる。この場合

には、ビームの持つエミッタンスが重要な役割を果

たす。

次に、2. の λD � aの場合は、ビームを構成する

粒子の多くはDebye長の外にあるため、空間的に滑
らかな力が支配的となる。この場合には、個別の粒

子間での相互作用より、ビームの集団的な効果によ

る力が重要となる。空間電荷効果による力は空間的

に滑らかであるとみなすことができ、外から加えた

力と同様に扱うことができる。このため、粒子の運

動は、外場中での単粒子の Hamiltonianによって記
述されることが可能であり、また、その 6次元位相
空間 (r, P )中での Liouvilleの定理も成り立つと考え
ることができる。セクション 5.3で考える、ビーム
内で軌道が交差しないビーム (laminar beam)の場合
には、空間電荷効果は位置の線形な関数とすること

ができる。このような場合には、rmsエミッタンス
も保存する。

3. の場合は、空間的に滑らかな力だけでなく、衝
突的な力も考慮する必要があり、取り扱いは複雑に

なる。衝突的な力は粒子分布を変化させるため、空

間電荷による力も非線形となる。しかし、上記の 2
つの場合と同様に、6次元位相空間 (r, P )での粒子
分布として、その運動を表現することができる。

最後に、λD ∼ lpの場合を考える。この場合、Debye
長以内に入る粒子の数は限られてくる。このような

状況は、ビームの温度が極端に低い場合か、粒子密

度が高い場合に生じる。ある粒子を考えると、その周

りにいる少数の非常に近接した粒子からの力は、他

の離れた多数の粒子からの力に比べて、強いことに

なる。すなわち、近接した少数の粒子との瞬間的な

相互作用（衝突）が重要となる。このような状況を図

19に示した。よく使用される空間電荷計算コードで
は、衝突的な相互作用は考慮されていないため、ビー

ムがこの領域にある場合には、注意が必要である。

observer

Debye length

図 19: λD ∼ lp の場合の相互作用。着目する粒子の

極近傍にいる少数の粒子からの力が支配的となる。

5.2 空間電荷効果の影響

横方向では、セクション 3.3で見たように、電子
ビームのサイズを広げる方向に、つまり斥力として

空間電荷効果が作用する。また、進行方向でも同様

の斥力効果を与えるが、もう一つ重要な効果として、

ビームにエネルギー拡がりを与えるということがあ

る。ビームのエネルギー拡がりが変化する場合、偏

向電磁石から構成される合流部などの分散関数ある

部分ではビームサイズの増大を引き起こす。また、バ

ンチ化されたビームでは、バンチスライスの位置に

依存したエネルギー拡がりが生じるため、投影エミッ

タンスの増大を引き起こす。この影響については、セ

クション 6.2で紹介する。

5.3 空間電荷効果を含んだビームエンベ
ロープ方程式

空間電荷効果を含んだビームエンベロープ方程式

を求めるために、ここでは連続ビームを考え、次の

ような仮定を導入する。

1. ビームは半径 aの円形断面を持ち、半径 bの同

心円ドリフト管の中を進行する。

2. ビーム軸上とドリフト管の壁面の間でのポテン
シャルの差は、運動エネルギーに比べて十分小

さい。

3. 同心円ドリフト管壁面での鏡像電荷がビームに
及ぼす効果は無視する。

4. ビームの粒子密度は、ビーム内では一様、ビー
ム外ではゼロとする。2. よりビーム内の粒子の
進行方向の速度は全て同じとすることができ、



このときビーム内の電流密度は一様であるとで

きる。

5. 全てのビーム粒子は軌道上に沿って運動し、そ
の軌道は交差しない。

6. ビームは安定状態にあるとする (∂/∂t = 0)。ビー
ム進行方向に沿ったあらゆる位置で、ビーム断

面は時間に依存して変化しない。

7. 粒子の軌道は、近軸光線近似に従う（r′は小さい）

ビームの電荷密度 ρと電流密度 J は、その点での

ビームの速度を vとすると、連続の式より、

J = ρv (5.15)

と関係付けられる。また、電荷の線密度を ρLとする

と、電流は、

I = ρLv (5.16)

と記述される。ここで、vz � vと仮定している。空

間電荷により、ビーム軸上 (r = 0)とビームの端 (r =
a)、真空チェンバーの壁面上 (r = b)上ではポテン
シャルの差が生じる。ビームの運動エネルギーが一定

であると仮定すると、軸上の粒子の運動エネルギー

は、ビームの端にいる粒子よりも小さくなる。従っ

て、粒子の速度は rの関数 v(r)となる。一般に、ρ、

v、J のうち一つが与えられれば、他のパラメタは

Maxwell方程式と運動方程式によりセルフコンシス
テントに決定されるが、ここでのモデルでは議論を簡

単にするために、ビーム断面上では ρ、v、J は全て

一様であり、rに依存しないとする。近軸光線近似の

下では、vr � v、vθ � v、vz � vであるので、r方

向のポテンシャルの変化は粒子の運動エネルギーに

比べて小さいと考えることができるので、それほど大

きな差を与えない。従って、ここでの議論でこの近似

を用いることはそれほど悪くない。この仮定のもとで

は、ビーム電流から電流密度は ρ0 = I/(a2πv)と表
される。このとき電流密度、電荷密度は、0 ≤ r ≤ a

の場合、

Jz = J =
I

πa2
, (5.17)

ρ = ρ0 =
I

πa2v
, (5.18)

r > aの場合は、J = 0、ρ = 0となる。円筒形ビー
ムで電荷密度が一定の場合、Gaussの法則より電場
は半径方向成分だけになり、

Er(r) =
ρ0r

2ε0
=

Ir

2πε0a2v
, (r ≤ a), (5.19)

Er(r) =
ρ0a

2

2ε0r
=

I

2πε0vr
, (r > a), (5.20)

と計算される。次に、磁場は、Ampereの法則より円
周方向成分だけになり、

Bθ(r) = µ0
Ir

2πa2
, (r ≤ a), (5.21)

Bθ(r) = µ0
I

2πr
, (r > a) (5.22)

と計算される。

式 (5.19)、(5.20)を積分することにより、電場が作
るポテンシャルを計算する。真空チェンバー壁面上

(r = b)でポテンシャルがゼロ (φ = 0)とすると、

φ(r) = Vs

(
1 + 2 log

b

a
− r2

a2

)
(0 ≤ r ≤ a),

(5.23)

φ(r) = 2Vs log
b

r
(a ≤ r) (5.24)

となる。ここで、

Vs =
ρ0a

2

4ε0
=

I

4πε0βc
(5.25)

である。

次に、ビームが作る電磁場中での運動方程式を考

える。r方向の運動方程式は、式 (4.9)の中で、外部
電磁場による加減速がなく (γ = const.)、また、円
周方向の速度 rθ̇が十分小さいとして、qrθ̇Bzの項を

無視すると、

d

dt
(γmṙ) = mγr̈ = qEr − qżBθ (5.26)

となる。これに、ビームが作る電磁場、式 (5.19)の
Er と式 (5.21)の Bθ を代入すると、

mγr̈ =
qIr

2πε0a2βc
(1 − β2) (5.27)

となる。ここで、ε0µ0 = c−2 と ż = v = βcを使用

した。左辺の時間による微分を z による微分で表現

すると、

r̈ =
dz

dt

d

dz

(
dz

dt

dr

dz

)
= β2c2r′′ (5.28)

となる。これより、空間電荷効果を含んだ運動方程

式は、

r′′ =
qIr

2πε0mc3β3γ3a2
(5.29)

となる。これが、空間電荷効果によるビームの発散

を表現する。ここで、空間電荷効果の影響を表現す

るための幾つかのパラメタを導入する。Lasown に



より導入された無次元パラメタである一般化された

パービアンス (generalized perveance)は、

K =
I

I0

2
β3γ3

=
2νB

β2γ3
=

ω2
pa2

2β2c2
(5.30)

のように定義される。ここで、I0 は空間電荷の特徴

電流 (characteristic current)、

I0 =
4πε0mc3

q
, (5.31)

νB は Budkerパラメター、

νB =
I

I0β
, (5.32)

ωpはプラズマ周波数、

ω2
p =

qI

πε0mcβγ3a2
(5.33)

である。一般化されたパービアンスを用いると、空

間電荷効果を含んだ r方向の運動方程式は、

r′′ =
K

a2
r (5.34)

と表される。

ここまでは、空間電荷効果のある場合のビーム内

での荷電粒子の運動方程式を求めてきたが、これを

ビームエンベロープを記述する方程式に拡張する。式

(5.34)は、ビーム半径 aが zの関数として与えられれ

ば、ビーム内 (r ≤ a)の粒子に対して解くことができ
る。ビームを構成する荷電粒子の軌道が、互いに交差

しない (laminar flow)と仮定すると、式 (5.34)より、
全ての粒子の軌道は、r/aでスケールされる同じ形の

軌道を持つ。このことより、ビームの端にある r = a

をもつ粒子は、時間発展後もずっとビームの端にい

ることになる。すなわち、式 (5.34)で r = a = rm

としたものが、自由空間でのビームサイズ rm の時

間発展を記述する、ビームエンベロープ方程式

r′′m = K
1

rm
(5.35)

となる。また、実際のビームを扱う場合には、ビー

ムの半径 aの代わりに rmsビームサイズ σx あるい

は σyを使う方が便利である。ここでは、円形断面を

もつビームを考え、その中での粒子密度は一定とし

ているので、面密度 ρS0が一定であるとすると、rms
ビームサイズは、

σ2
x =

1
ρS0

rdθ

∫ 2π

0

drx2ρS0

=
1

πa2

∫ 2π

0

cos2 θdθ

∫ a

0

r3dr

=
(a

2

)2

(5.36)

と計算される。ここで、x = r cos θを用いた。σy も

同様に計算され、円形断面をもつビームでは、a =
2σx = 2σy となる。σx = σy = σ とし、また r = σ

とすると、式 (5.34)より、rmsビームサイズについ
てのビームエンベロープ方程式は、

σ′′ =
K

4
1
σ

(5.37)

となる。

この結果を使うと、外部電磁場がある場合のビーム

エンベロープ方程式は、式 (4.38)の中で r = rmとし

たものに、エミッタンスによる項を表す式 (4.61)と、
空間電荷による発散を表す項の式 (5.35)を加えたも
のとなる。一般に外部電磁場が与えられた場合には、

粒子のエネルギーの変化が生じるため、γ = const.
とはならない。この場合、エミッタンス εはエネル

ギーに依存して変化してしまうため、あまり便利で

はない。そこので、εの代わりに粒子のエネルギーが

変化しても不変となる規格化エミッタンス εn = βγε

を用いる。最終的に求めたいビームエンベロープ方

程式は

r′′m +
γ′

γβ2
r′m +

γ′′

2γβ2
rm +

(
qB

2mcβγ

)
rm

− p2
θ

m2c2γ2β2

1
r3
m

− ε2
n

β3γ2

1
r3
m

− K
1

rm
= 0 (5.38)

となる。また、ビームの半径 rmの代わりに、rmsビー
ムサイズ σを用いると、

σ′′ +
γ′

γβ2
σ′ +

γ′′

2γβ2
σ +

(
qB

2mcβγ

)
σ

− p2
θ

m2c2γ2β2

1
σ3

− ε2
n

β3γ2

1
σ3

− K

4
1
σ

= 0 (5.39)

となる。

次のセクションで、この空間電荷効果を含んだビー

ムエンベロープ方程式から、エミッタンスの時間発

展を紹介する。



6 空間電荷効果による投影エミッ
タンスの増大

ここでは、セクション 5.3で導入した、空間電荷効
果を含んだビームエンベロープ方程式を使って、平

衡状態からの微小な振動を考え、エミッタンスが増

減することを示す。その後、ソレノイドによる投影

エミッタンスの補償の原理について説明する。

6.1 エミッタンスの増減

ここでは、SerafiniとRosenzweigが示した方法 [17,
18] を用いて、投影エミッタンスが増減することを
示す。

投影エミッタンスの増減を示すモデルとして、円筒

対称性を持ち、相対論的な速度で運動する連続ビー

ムを考える。このようなビームの運動は、空間電荷

効果を含んだビームエンベロープ方程式 (5.38)を用
いて、

σ′′ +
γ′

γβ2
σ′ + Krσ − ε2

n

β3γ2

1
σ3

− I

2I0β3γ3

1
σ

= 0

(6.1)

と表される。ここで、σは r方向の rmsビームサイズ
であり、Kr はソレノイド、あるいは RF電磁場によ
る収束作用を表す係数である。ここでは、簡単のため

に一様な収束力Kr = const.の下での運動を考える。
また、初期の円周方向運動量はゼロ (pθ = 0)とする。
ビームは外部電磁場により加速されない (γ′ = 0)と
仮定し、また、ビーム内では空間電荷効果が支配的

であるとして、右辺第 2項と、右辺第 4項のエミッ
タンスによる項を無視する。このとき、ビームエン

ベロープ方程式は、

σ′′ + Krσ − I(ζ)
2I0β3γ3

1
σ

= 0 (6.2)

となる。ここで、ビームはバンチ化されているとし

て、バンチの中心からの進行方向の距離を ζとして、

バンチのスライス毎にビーム電流 I(ζ)を持つと考え
ている。σ′′ = 0(Brillouin flow)とすると、あるスラ
イスでのビームサイズは、

σeq =

√
I(ζ)

2KrI0β3γ3
(6.3)

と計算される。ビームはこの σeq の周りで微小な振

幅 δσで運動すると考え、1次の項のみを残して、

σ(z, ζ) = σsq(ζ) + δσ(z) (6.4)

と展開できるとする。これを式 (6.2)に代入すると、
δσについての方程式は

δσ′′ + 2Krδσ = 0 (6.5)

となる。これは、角振動数
√

2Kr を持つ、単振動を

表す。Krはスライスの位置 ζに依存しない。初期条

件 σ(0, ζ) = σeq(ζ) + δσ(ζ) = σ0、σ′(0, ζ) = 0を持
つ場合、式 (6.5)の解は、

σ(z, ζ) = σeq(ζ) + δσ(ζ) cos(
√

2Krz), (6.6)

σ′(z, ζ) = −
√

2Krδσ(ζ) sin(
√

2Krz) (6.7)

と表される。位相空間では、この運動は σeq を中心

とした楕円で表される。

次に、(σ, σ′)を用いて、投影エミッタンスが増減
することを簡単なモデルを例として紹介する。ビー

ムスライスでの平均を 〈〉とすると、(σ, σ′)を用いて
rmsエミッタンスは、

ε(z) =
√

〈σ2〉〈σ′2〉 − 〈σσ′〉2 (6.8)

と計算することができる。ここでは、議論を簡単に

するために、ビームは 3つのスライスから構成され
ると考える。各スライスはビーム電流 I1、I2、I3を

持つとし、I1 < I2 < I3 とする。また、ビームの初

期値はどのスライスでも (σ, σ′) = (σ0, 0)を持つと仮
定する。このとき、3つのスライスから計算される
投影エミッタンスはゼロである。各スライスの中心

ビームサイズ σeq は、スライスのビーム電流 I(ζ)に
依存するため、図 20に示すように位相空間中での楕
円の中心位置はスライスによって異なる。位相空間

での運動は、σeq を中心に楕円を描くが、δσの角振

動数
√

2Kr は、ビーム電流には依存しないため、各

スライスは同じ各振動数で振動することになる。図

21に、各スライスが位相
√

2Krz = 0, π/2, 3π/2, 2π

を持つときの位相空間内での変化を示す。位相が 0
のときは、３つのスライスが作る面積はゼロである。

位相が π/2になるとスライスが作る面積は最大にな
る。その後、位相 πでゼロになった後、再度 3π/2で
最大値を取り、またゼロに戻るようになる。

ここで取り扱った簡単なモデルの場合には、空間

電荷効果の影響により、ビームが進行するに従い投

影エミッタンスの増減が起きることを示した。同様

の投影エミッタンスの増減は、DC 電子銃や入射器
に対しての計算機シミュレーションでも観測される

[19]。
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図 20: ３つのスライスがある場合の位相空間 (σ, σ′)。
各スライスのビーム電流は、I1、I2、I3。

6.2 ソレノイドによる投影エミッタンスの
補償

セクション 6.1で見たように、一様な収束力の中
では、投影エミッタンスが増減することがわかった。

ERL入射器の場合にも、電子銃で生成されたバンチ
は、バンチの前後で空間電荷効果による横方向の発

散力が異なるため、各スライスでの位相空間分布の

ずれが生じ、投影エミッタンスが増大していく。こ

れらを抑制するために、電子銃の後にソレノイドを

設置し収束力を与え、投影エミッタンスを回復させ

るようにしている。ここでは、ERL入射器用の電子
銃で使われるソレノイドによる投影エミッタンスの

補償の原理について説明する。セクション 6.1での議
論との違いは、ERL入射器の場合には、一様な収束
力が与えられるわけではなく、ソレノイドのある部

分でのみ収束力が与えられるということである。こ

のため、実際の入射器の設計では、ソレノイドの位

置が重要となる。

まず、バンチ化されたビームでの、横方向空間電

荷力による投影エミッタンスの増大を考える。この

様子を、図 22の (a)、(b)に示す。(a)は電子銃直後
の横方向の位相空間分布で、x′の拡がりはカソード
表面での温度等によって生じたものである。電子銃

直後ではエネルギーが低いため、空間電荷効果によ

る発散力の影響が強く働き、位相空間での分布の回

転と変形が生じる。バンチ化されたビームでは、バ

ンチ中央と前後では電荷密度が異なるために、異な

る発散力により、各スライスでは位相空間分布にず

I1 I2 I3

σ

σ’

(2Kr)
1/2

z=π/2

(2Kr)
1/2

z=3π/2

(2Kr)
1/2

z=0, 2π

図 21: ３つのスライスがある場合の投影エミッタンス
の変化。各スライスが位相

√
2Krz = 0, π/2, 3π/2, 2π

を持つときの位相空間内での変化を示す。

れが生じることになる。バンチ中央では電荷密度が

高いため、バンチの先端および終端に比べて、より

位相空間分布の傾きが大きくなる。ソレノイド入口

まで自由空間を進行したとき、各バンチスライスの

位相空間分布にはずれが生じ、投影エミッタンスの

増大が発生する。

このバンチがソレノイドを通過したときの位相空

間分布が、図 22の (c)である。ソレノイドによる力
は、発散の大きさ x′の大きさに比例した収束力とな
り、位相空間での分布の回転を引き起こすことにな

る。適切なソレノイドの強さを選ぶことにより、図

22(c)に示すような方向に分布を回転させることがで
きる。ただし、ソレノイド直後ではまだ各スライス

毎の分布の不一致は残っているために、投影エミッ

タンスは最小に到達していない。

ソレノイドの出口から、適切な距離を進むと、図

22(d)に示すように各スライスの分布が一致し、投影
エミッタンスが最小になる。以上がソレノイドによ

る投影エミッタンス補償の原理である。

ここで、注意が必要なのは、投影エミッタンスが

最小になる位置は、空間電荷力の強さ、ソレノイド

の強さと位置、そしてエミッタンスを測定する位置

に依存するということである。さらに、最小になっ

た位置からバンチが進行すると、また投影エミッタ

ンスの増大が生じ始めるということがある。このた

め、どこで投影エミッタンスを最小にするかという

ことが重要となる。ERL入射器では、入射器の後に



続く周回部の主加速空洞の位置で投影エミッタンス

が最小になるようにするのが望ましい。これは、エ

ネルギーが高くなれば空間電荷力による横方向の力

は相対的に弱くなり、その力を無視できるようにな

るため、加速空洞の位置で最小になるようにしてお

けば、最小エミッタンスを保持したまま周回部を進

むことができるからである。

現実の ERL入射器では、RF電磁場による投影エ
ミッタンスの増大などもあり、最小エミッタンスを

得るための設計には、計算機シミュレーションによ

る方法が用いられる。セクション 7では、空間電荷
効果を含んだビームの計算機シミュレーションにつ

いて紹介する。
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slice 1
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z

(a) (b)
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図 22: ソレノイド電磁石による投影エミッタンス補
償の原理。(a)電子銃から電子ビームが生成された直
後。σ′

x は電子生成時に生じたものである。(b)ソレ
ノイド入口。空間電荷効果により、スライスエミッ

タンスの不一致、つまり投影エミッタンスの増大が

起きる。(c)ソレノイド出口。発散の大きさに比例し
た収束力を受け、位相空間での分布の回転が起きる。

(d) ソレノイド下流。ある適切な距離自由間を進む
と、スライスエミッタンスの不一致が解消され、投

影エミッタンスが最小になる。



7 空間電荷効果の数値計算

空間電荷効果は、連続ビーム近似や特別な分布関

数に対しては解析的に扱うことができるが、実際の

加速器中での影響を解析的に扱うことは難しい。そ

のため、多くの場合には数値計算によって空間電荷

効果の影響が調べられている。ここでは、空間電荷

効果計算コードについて紹介した後、幾つかの空間

電荷計算法について紹介する。また、CERLの入射
器を例にとって、計算例も紹介する。

7.1 空間電荷効果を含んだシミュレーショ
ンコード

ERL では、典型的に 1.3 GHz の周波数で、100
mAのビームを考えている。このとき、一つの電子
バンチ内には、Q = −77 pC の電荷が含まれること
になる。これより、電子バンチ内の電荷数を計算す

ると、N = Q/e = 4.8 × 108と膨大な数となる。仮

に、数値計算でこれら全ての電子間のCoulomb相互
作用を直接計算すると、それは 1タイムステップあ
たり、∼ N2 となってしまい、現実的ではない。こ

のため、電子バンチの数値シミュレーションを行う

には、電子バンチを表現するための他の方法が必要

である。この方法としては、多くの場合次の２つの

方法が用いられる。一つは、電子バンチを進行方向

にスライスして、小さい幅を持つ多数の円筒スライ

スの集まりとして表現する方法である。もう一つは、

同じ e/mを持ったマクロ粒子の集まりとして記述す

る方法である。電荷 Qを持つバンチを、Nm 個のマ

クロ粒子で表現すると、一つのマクロ粒子あたりの

電荷はQ/Nmとなる。マクロ粒子の個数の取り方に

ついては、Debye長を計算して、空間電荷効果によ
る電磁場が空間的に滑らかに記述できるかを考慮し

ておく必要がある。

空間電荷効果を含んだビームシミュレーションは、

次のような３つのレベルに分けられる [20]。

1. 円筒スライスを用いた準解析的コード（スライ
ス内では電荷密度が一定として、空間電荷効果

による電磁場の非線形性を無視）

2. マクロ粒子を用い、ビームの静止系で静電場を
計算するコード

3. 遅延ポテンシャルの効果を取り入れたコード
(Lienard-Wiechert ポテンシャルを用いる)

レベル 1の場合は、ビームを荷電粒子の集団として
ではなく、円筒スライスの集まりと考える。スライ

ス内では、進行方向、横方向ともに電荷密度が一定

と仮定している。このとき、空間電荷効果による非

線形な電磁場は無視することができる。スライスの

運動は、各スライスの半径方向の大きさ (エンベロー
プ）の変化と進行方向の幅の変化により記述される。

この方法の利点は、バンチを何個のスライスに分割

するかに依存するが、基本的に取り扱うスライス数

は少ないため、計算が高速であるということである。

このため、円筒対称性があるビームに対して、パラ

メタ探索などの高速な計算が要求される場合に適し

ている。

レベル 2の場合は、ビームをマクロ粒子の集団と
して取り扱う。空間電荷効果の計算には、粒子分布を

実験室系からビームの静止系に Lorentz変換し、静
止系での電荷分布から静電場を計算する方法である。

静止系での静電場が求まった後は、逆 Lorentz変換
により静止系での静電場を実験室系での電磁場に変

換し、粒子に相互作用を与え、時間発展させる。静

電場の計算は、電荷密度から Poisson方程式を解く
方法や、静止系でのマクロ粒子間でのCoulomb相互
作用を全ての粒子について計算するという方法があ

る。これらの計算で、前提となるのが、ビームの静止

系を定義できるということである。エネルギー拡が

りのないビームの場合には、厳密にビームの静止系

を定義できるが、エネルギー拡がりが有限な場合に

は、厳密には静止系を定義できない。このため、レ

ベル 2の方法を用いる場合には、エネルギー拡がり
を考慮する必要がある。この方法の利点は、マクロ

粒子の数を増やせば、複雑な分布を表現できるとい

うことである。また、静電場の計算方法も幾つか選

択できるため、比較的高速な計算も可能である。た

だし、この方法では遅延ポテンシャルの影響が考慮

されていないので、より厳密に計算するにはレベル

3の方法を使用する必要がある。
レベル 3の場合は、Lienard-Wiechert ポテンシャ

ル解くことで、遅延効果を取り入れる。このため、レ

ベル 3の方法では、余計な仮定が含まれていないた
めに、厳密な計算が可能である。しかし、一般に計

算に時間が掛かるために、高速にパラメタ探索をし

たい場合などには向かない。

空間電荷計算を含んだシミュレーションコードの

代表的なものは、

1. HOMDYN (レベル 1)[21]



2. ASTRA (レベル 2、円筒対称ビーム)[22]

3. Parmela (レベル 2、円筒対称ビーム、3次元空
間電荷効果)[23]

4. GPT (レベル 2、3次元空間電荷効果)[24]

5. TREDI (レベル 3)[25]

6. PETAR (レベル 3)[26]

である。これ以外にも多くの空間電荷計算を含んだ

コードが開発されているが、全てを紹介することは

できないので、よく使われているコードを紹介する

に留めた。

次に、マクロ粒子を使った粒子追跡計算での空間

電荷の計算方法について、一般によく用いられてい

るレベル 2の方法について紹介する。これらの空間
電荷の計算では、正確に計算することも必要である

が、また出来るだけ早く計算することも重要となっ

てくる。それぞれの空間電荷の計算方法には、長所

と短所があり、対象とする系および重要な物理現象

を見極めて、適した計算コードを使用することが重

要である。

7.2 点電荷間の力を計算する方法

空間電荷を含んだビームをシミュレートするコー

ドでは、多くの場合、マクロ粒子を用いた粒子トラッ

キングが使われる。ここでは、点電荷間の相互作用を

直接計算する方法を紹介する。点電荷間の力の直接

計算では、ビームを構成する２つのマクロ粒子をその

静止系に Lorentz変換した後に、Coulombの法則か
ら静電場を計算し、再びそれを実験室系に逆 Lorentz
変換することにより、空間電荷効果を計算する。長

所は、粒子の静止系での静電場を求めるにあたって、

電荷密度や電磁場の平均化などの近似を導入してい

ないということが挙げられるが、一方、粒子数が増

えた場合には計算が膨大に増えるために、計算時間

が長くなるという短所がある。また、マクロ粒子の

数が少ない場合には、粒子間距離が近い場合に相互

作用が非常に強くなる場合があり、数値的なノイズ

が生じるということがあるので、注意が必要である。

空間電荷効果を点電荷間の相互作用で計算する流

れは次のようになる。ここで、ビームは電荷Qを持

つN 個のマクロ粒子から構成されるとする。二つの

マクロ粒子 iと jを考え、マクロ粒子 jが iの位置に

作る電磁場を求める。実験室系で二つの粒子の位置

は、ri、rj で表されるとすると、粒子間の距離は

rji = ri − rj (7.1)

となる。これを粒子 j の静止系から見ると、粒子間

の距離は、

rji = rji +
γ2

j

γj + 1
(rji · βj)βj (7.2)

となる。ここで、βj は粒子 jの速度ベクトル、γj =

1/
√

1 − |βj |2は Lorentz因子である。粒子 jの静止

系では、静電場のみが存在し、Coulombの法則より、

E′
ji =

Qr′
ji

4πε0|r′
ji|3

(7.3)

と計算される。これを逆 Lorentz変換して、実験室
系での電磁場を求めると

Eji = γj

[
E′

ji −
γj

γj + 1
(βj · E′

ji)βj ,

]
(7.4)

Bji =
γjβj × E′

ji

c
(7.5)

となる。これで、実験室系で粒子 j が粒子 iの位置

に作る電磁場が求まった。ビームはN 個の粒子から

構成されるとしたので、ビーム全体が iの位置に作

る電磁場は、自分自身を除いたN − 1に対して上記
の計算を繰り返し、足し合わせることにより、

Ei =
∑
j �=i

γj

[
E′

ji −
γj

γj + 1
(βj · E′

ji)βj ,

]

(7.6)

Bi =
∑
j �=i

γjβj × E′
ji

c
(7.7)

と計算される。この電磁場から粒子 iに対する力を計

算し、次の時間ステップの粒子位置を計算する。こ

れをマクロ粒子全てに対して繰り返すと、1 ステッ
プの計算が終了する。すなわち、1ステップの間に
N(N −1)の計算が必要となる。粒子数が増大した場
合には、計算回数はほぼ N2 になるため、計算時間

が増大する。

7.3 ビームの静止系に設置した格子上で静
電場を計算する方法

点電荷間の相互作用を直接計算するコードでは、近

似が含まれていないという利点があるが、粒子数が



増加したときの計算時間の問題、また粒子間の距離

によっては数値的なノイズが生じるという問題があ

る。点電荷間の相互作用を計算する方法の他に、空

間電荷を計算するためによく使われる方法として、

ビームの静止系で静電場を計算する方法がある。こ

の方法では、マクロ粒子から構成されるビームをそ

の静止系に Lorentz変換した後に、ビームを含む空
間上に格子を作成し、その格子上で電荷密度を計算

し、それからPoisson方程式を解くことにより、静電
場を求める。求めた格子上の静電場を逆 Lorentz変
換により、実験室系での電磁場に変換し、各マクロ

粒子に加わる力を求める。この方法では、空間上に

格子を作るため、格子間隔内では粒子分布が平均化

され、点電荷間の力の計算のような意図しない衝突

的な力の影響を避けられる。しかしながら、格子間

隔によっては細かい粒子分布の影響が見えなくなっ

てしまう場合もあるので、格子サイズとマクロ粒子

数の選び方が重要となる。また、Lorentz変換をす
るにあたってビームの静止系というものを考えたが、

ビームのエネルギー拡がりが大きい場合、ビームの

平均速度の系に Lorentz変換してもエネルギーのず
れた粒子はその静止系に対して速度をもつことにな

り、静電場のみが現れる前提が正しくなくなる。こ

のため、この方法はビームのエネルギー拡がりが大

きい場合には使えないので、注意が必要である。

ビーム静止系の格子上で静電場を計算する流れは

次のようになる。

1. ビームの静止系を求める

2. ビームを構成するマクロ粒子の位置と速度 (ri,
ui) を、ビームの静止系に Lorentz 変換する
(r′

i, u
′
i)

3. ビームの静止系で、ビームを含む空間中に格子
を作成し、格子点上での電荷密度 ρを計算する

4. 電荷密度 ρに対して Poisson方程式を解き、静
電ポテンシャル V を計算する

5. 静電ポテンシャル V から、各粒子の位置での静

電場E′
iを求める

6. 求めた静電場 E′
i を逆 Lorentz変換して、実験

室系での電磁場を求める

7. 実験室系での電磁場からマクロ粒子に加わる力
を計算し、次の時間ステップの粒子の位置と速

度を計算する

この流れに従って、計算方法を紹介する。まず始

めに、ビームの静止系を定義する。ビームのエネル

ギー拡がりが有限である場合には、厳密にマクロ粒

子が静止して見える系は存在しない。しかし、ここ

ではビームのエネルギー拡がりが十分小さいとして、

静止系とみなせるような系があると考える。そのよ

うな静止系の実験室系に対する速度 β0は、

β0 =
∑

γiβi∑
niγi

(7.8)

と表される。ここで、マクロ粒子に番号 iをつけ、マ

クロ粒子内での電子数を ni、実験室系での粒子の速

度ベクトルを βi、Lorentz因子を γi とした。また、

和は、n = 1 からマクロ粒子の総数 N まで計算さ

れる。静止系についての規格化運動量 γ0β0、および

Lorentz因子 γ0は、静止系の速度 β0から

γ0β0 =
β0√

1 − β2
0

, (7.9)

γ0 =
√

1 + γ2
0β2

0 (7.10)

と計算される。γ0を用いると、実験室系でのマクロ

粒子の位置 ri は、Lorentz変換により、ビームの静
止系での位置 r′

i、

r′
i‖ = γ0ri‖, (7.11)

r′
i⊥ = ri⊥ (7.12)

に変換される。ここで、r‖はビーム進行方向の位置
座標、r⊥は進行方向に垂直な方向の座標である。こ
れら二つをあわせると、粒子の座標は

r′
i = ri +

ri · γ0β0

γ0 + 1
γ0β0 (7.13)

と変換される。また、粒子の速度は

u′
i‖ =

ui‖
(1 − βu · β0)

, (7.14)

ui⊥ =
ui⊥

γ0(1 − βu · β0)
(7.15)

と変換され、まとめると

u′ =
c

γuγ0 − γuβu · γ0β0

×[{
γuβu · γ0β0

γ0 + 1
− γu

}
γ0β0 + γuβu

]
(7.16)

と表すことができる。ここで、βu = u/c、γu =
1/(1 − β2

u)1/2 である。また、静止系でのマクロ粒

子の Lorentz因子は

γu′ = γ0γu(1 − β0βu) (7.17)



と定義することができるが、これがある程度以上大

きい場合には、静止系での粒子の速度差が無視でき

なくなるため、注意が必要である。

次に、静止系でビームを取り囲む空間上に境界ボッ

クス Ωを設定し、その中に格子を作る。そして、粒
子分布 (r′

i, u
′
i)から格子点上での電荷密度 ρ(r′)を求

める。格子の取り方は、等間隔格子や非等間隔格子

などがある。格子を設置する際に重要となるパラメ

タは、格子の総数である。格子の数が増えれば、よ

り空間的に細かい情報が含まれることになるが、あ

まりに格子数を増やすと、電荷密度 ρ(r′)が不連続
（一つのセル内に粒子が数個しか入らなくなる）にな

り、また格子点の数が増えるため長い計算時間が必

要となる。従って、マクロ粒子の総数と要求する精

度から、格子の数と間隔（あるいは境界ボックスの

大きさ）を適切に設定する必要がある。

この電荷密度 ρ(r′)から Poisson方程式

−∇2V =
ρ

ε0
(7.18)

を解いて、静止系の静電場を求めることになる。こ

こでは、Poisson方程式の解き方の詳細については
触れないので、数値計算の文献などを参照して欲し

い。ここでは、Poisson方程式を解く際に重要とな
る、境界条件について紹介しておく。Poisson方程式
は、境界ボックス Ω内に設置された格子上で解かれ
るが、この Ω の取り方と Ω 上での境界条件の取り
方が重要となる。境界条件には、Dirichlet境界条件
(∂Ω上で V = 0)、Open境界条件 (limr→∞ V = 0)、
Neumann境界条件 (∂Ω 上で ∂V/∂r′ = 0)がある。
ここで、∂Ωは境界を囲う境界面を表す。Dirichlet境
界条件は、境界上で V = 0となり導体表面を表すこ
とになる。ビームが金属製の真空チェンバー内を進

行する場合には、Dirichlet境界条件を使用し、境界
ボックスを真空チェンバーと同サイズに取ることに

より、導体表面の影響を表現することができる。た

だし、境界ボックスを大きく取り、さらに格子数を

増やすと、長い計算時間が必要となる。真空チェン

バー表面での導体の影響を無視する場合には、Open
境界条件を使うことにより表現できる。このように、

対象とする物理現象に合わせて境界条件と境界ボッ

クスのサイズを選択する必要がある。また、境界条

件は Poisson方程式を数値的に解く場合の安定性に
も影響するので、注意する必要がある。

Poisson方程式を解いて得られた静電ポテンシャル

V から、静止系での静電場は、

E′ = −∇V (7.19)

と計算される。E′ は格子点上での V から計算され

るため、各マクロ粒子上での静電場E′(r′
i) = E′

iは、

riの周りの格子点上の値から内挿して計算しなけれ

ばならない。

最後に、実験室系における粒子 iの位置での電磁場

を求めるために、静止系での静電場E′
iを逆 Lorentz

変換する。iでの電磁場は、

Ei = γ0

[
E′

i −
γ0

γ0 + 1
(β0 · E′

i)β0

]
(7.20)

Bi =
γ0β0 × E′

i

c
(7.21)

と計算される。この電磁場を用いて、各粒子に加わ

る力を計算し、次の時間ステップでの各粒子の位置

と速度を計算する。以上が、静止系の格子上で空間

電荷効果を計算する流れである。

この方法での利点は、電荷密度を連続として扱う

ために、点電荷間の相互作用を直接計算する方法に

比べて高速であるということがある。ただし、ビー

ムのエネルギー拡がりが大きい場合には、一つの静

止系を定義することができないために、注意が必要

である。また、粒子密度が増大し、衝突的な力が支配

的になる領域では、ここでの方法の滑らかな空間電

荷力だけでは、正しい物理を取り入れたことにはな

らない。このため、対象とするビームのDebye長を
計算し、空間的に滑らかな空間電荷力が支配的か、あ

るいは衝突的な力も取り入れなければならないかを

見極め、空間電荷の計算方法を選択する必要がある。

7.4 DC電子銃のシミュレーション

ここでは、空間電荷効果を含んだ粒子トラッキング

コード GPT を用いた計算例を紹介する。GPT は、
マクロ粒子を用いたトラッキングコードで、空間電

荷効果計算法として、点電荷間の力の計算する方法

と、3次元非等間隔格子を用いてビームの静止系で
静電場を計算する方法などを含む。ここでは、計算

速度が比較的速い、格子上で静電場を計算する方法

によって、空間電荷効果を計算した。

まず、JAEA-type の光電陰極DC電子銃でのビー
ムの振る舞いを紹介する。計算に用いたビームライン

を図 23に示す。ビームラインは、電子銃、ソレノイ
ド、自由空間によって構成される。シミュレーション



バンチ電荷 −80 pC
電子銃電圧 250 kV
初期分布 ビア缶分布 (図 3)
初期 σx, σy 0.5 mm
初期 σt 15 ps
初期分布の生成法 準乱数 [28]
空間電荷効果の計算 sc3dmesh [24]
マクロ粒子の数 20000

表 1: DC電子銃ビームラインのシミュレーションで
の初期条件

では、図 4の電子銃と、図 6のソレノイドが使用され
た。電磁場分布については、図 5や図 7のような 1次
元分布ではなく、電磁場解析コードであるPOISSON
[27]によって計算された 2次元分布が用いられた。シ
ミュレーションの条件を表 1に示す。ここで、σtは、

光電陰極に入射されるレーザーのパルス幅 (rms値)
である。

図 24に、ソレノイド磁場の強さをスキャンしたと
きの規格化 rmsエミッタンスと rmsビームサイズの
変化を示す。ここで、エミッタンス、ビームサイズは

z = 1 m の位置に仮想的に設置したスクリーン上で
の値である。図 24が示すように、ソレノイドの強さ
が増加していくと、ビームサイズは減少し、ある位

置で最小値を持ったあと、再び増加に転じる。一方、

エミッタンスは複雑な振る舞いを示しており、単純

にビームサイズの大きさから決まらないことがわか

る。図 25に、ソレノイド磁場が 0.025 T のときの、
エミッタンスとビームサイズの時間発展を示す。電

子銃から出たビームは、空間電荷効果により発散し

ていくが、ソレノイドによる収束作用で収束してい

き、ある点で最小値を持ったあと、再びビームサイ

ズが増大していく。エミッタンスは、電子銃から出た

直後は増大する傾向にあるが、ソレノイド後には減

少に転じていることがわかる。これは、セクション

6.2で示した投影エミッタンスの補償による効果を示
している。ソレノイド中で一度エミッタンスが急激

に増大しているが、これはソレノイド中では横方向

の運動量が与えられ、位相空間での分布が一時的に

広がるためである。図 26に、rmsバンチ長の時間発
展を示す。バンチ長は縦方向空間電荷効果によって

時間発展とともに広がっていく。ERL入射器では短
いバンチ長のビームが必要となるが、このままでは

その要求を満たすことができない。そこで、入射器

solenoid

cathode
anode

screen

z

150 mm
1 m

図 23: JAEA 250 kV 光電陰極 DC電子銃を用いた
ビームラインのレイアウト。電子銃とソレノイドに

よって構成される。z = 1 m の地点に仮想的なスク
リーンを設置。
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図 24: ソレノイドのスキャンしたときの規格化 rms
エミッタンスと rmsビームサイズの変化。z = 1 m
の位置に設置したスクリーン上での値を示す。

ではソレノイドの後にバンチャーを設置して、セク

ション 4.5で紹介した速度変調によるドリフトバンチ
ングによって、バンチ長を圧縮する。図 27に、ビー
ムの運動エネルギーとエネルギー拡がりを示す。エ

ネルギーは、電子銃の電場で加速された後は、当然

であるが一定となる。ビームは進行中に縦方向空間

電荷効果を受け続けることになるため、エネルギー

拡がりは時間発展とともに増大していく。
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図 25: ソレノイド磁場が 0.025 T のときの、規格化
rmsエミッタンスと rmsビームサイズの変化。横軸
は、カソード表面からの距離を表す。
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図 26: ソレノイド磁場が 0.025 T のときの、rmsバ
ンチ長の変化。
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図 27: ソレノイド磁場が 0.025 T のときの、ビーム
の運動エネルギーとエネルギー拡がりの変化。



7.5 CERLのシミュレーション

次に、GPT を用いて、CERL入射器について計
算した結果について紹介する。シミュレーションで

用いたビームラインを図 28に示す。500 kV 光電陰
極 DC 電子銃の後に、1番目のソレノイド、バンチ
圧縮用のバンチャー空洞、2番目のソレノイドが設置
され、その後に 2セルの超伝導空洞が 3台続く。こ
のビームラインで調整可能なパラメタは、初期分布

(σx, σy, σt)、電子銃電圧、ソレノイド 1の強さ、ソレ
ノイド 2の強さ、バンチャーの加速電圧と位相、超
伝導加速空洞 3台についての位相と加速電圧の計 14
個である。入射器全体では、これらの他にマッチング

部の 4極電磁石の強さも加わり、多くの自由度があ
ることになる。入射器の設計では、これらのパラメ

タを最適化する必要があるが、パラメタ数が多いと

いうことがこれを難しくしている。現実的な時間で

最適化を行うためには、効率の良い探索方法が必要

となる。入射器の最適化方法としては、これまでに

遺伝的アルゴリズムを用いた方法など有力な方法が

幾つか提案されており、入射器の設計に使われてい

る [11, 29]。表 2にシミュレーションの条件を示す。

バンチ電荷 −80 pC
電子銃電圧 500 kV
カソード表面の初期 kBT 50 meV
初期分布 ビア缶分布 (図 3)
初期 σx, σy 0.21, 0.21 mm
初期 σt 13.3 ps
初期分布の生成法 準乱数 [28]
空間電荷効果の計算 sc3dmesh [24]
マクロ粒子の数 10000
ソレノイド 1の強さ 0.034 T
ソレノイド 2の強さ 0.014 T
バンチャー (電場) 1.17 MV/m
バンチャー (位相) −90 degree
空洞 1（電場) 9.57 MV/m
空洞 1（位相) −34 degree
空洞 2（電場) 15.0 MV/m
空洞 2（位相) 8 degree
空洞 3（電場) 15.0 MV/m
空洞 3（位相) −2 degree

表 2: CERL入射器ビームラインのシミュレーション
での初期条件。電場はピーク値を表し、位相はビーム

に対して最大加速を与える位相からの差として定義。

0 2 4

z

gun

solenoid−2

solenoid−1

buncher SRF cavity 1

SRF cavity 2

SRF cavity 3

図 28: CERL入射器ビームラインのレイアウト。電
子銃と 2台のソレノイド、バンチャー、3台の 2セル
超伝導空洞によって構成される。

ここで、加速空洞の位相の定義は、ビームに対して

最大加速を与える位相を 0 degree として、そこから
の差としている。

図 29 に、規格化 rms エミッタンス、rms ビーム
サイズの変化を示す。エミッタンスは、ソレノイド 1
の後から減少し、超伝導加速空洞の出口ではほぼ一

定となる。この場合、セクション 6.2で議論したよ
うに、エミッタンスの最小値がくる位置が加速空洞

出口となっており、入射器の後ろで低いエミッタン

スを維持することができる。図 30に、rmsバンチ長
の変化を示す。バンチ長は電子銃を出た後、縦方向

空間電荷効果によって伸ばされるが、バンチャーに

よって速度変調が与えられた後は減少に転じる。入

射器出口では、0.7 mmのバンチ長となる。図 31に、
ビームの運動エネルギーとエネルギー拡がりを示す。

エネルギーは、加速空洞を通過するたびに増大して

いく。表 2に示すように、1番目の超伝導空洞の加速
勾配が後ろの 2台に比べて小さく、また最大加速を
与える位相からずれているときに低いエミッタンス

が得られている。このため、加速空洞によるエネル

ギー増加は 1番目の空洞が他の 2台の空洞に比べて
低くなっている。エネルギー拡がりは、加速空洞の

部分で増減を繰り返していることがわかる。特に 1
番目の超伝導空洞では、位相がずれているために大

きなエネルギー拡がりが生じている。



0 2 4
0

2

4

0

2

4

z (m)N
om

ar
iz

ed
 r

m
s 

em
itt

an
ce

, ε
nx

 (
m

m
 m

ra
d)

H
or

iz
on

ta
l r

m
s 

be
am

 s
iz

e,
 σ

x 
(m

m
)

εnx
σx

図 29: CERL入射器中での規格化 rmsエミッタンス
と rmsビームサイズの変化。横軸は、カソード表面
からの距離を表す。
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図 30: CERL入射器中での rmsバンチ長の変化。
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図 31: CERL入射器中でのビームの運動エネルギー
とエネルギー拡がりの変化。



8 合流部での物理

ERLの合流部は、入射器である程度のエネルギー
まで加速されたビームを、主加速空洞のある周回部

に繋ぐための部分である。この部分では、偏向電磁

石を用いて入射器から来たビームを磁場により曲げ

て、周回部の軌道に合流するようにしている。合流

部の最後ではビームの周回部を通ってきた高エネル

ギービームと入射器から来た低エネルギービームが

合流することになる。

合流部手前までは、入射器を構成する要素は直線

状に配置されるため、ビームの軌道が曲がることは

ない。このため、ビームにエネルギー拡がりが生じた

場合にも、ビームは直進しているために、エネルギー

拡がりが横方向の運動に影響を与えることはなかっ

た。しかし、合流部では偏向電磁石によってビーム

が曲げられるため、エネルギー拡がりが分散関数を

通して横方向の運動に影響を与えることになる。特

に、空間電荷効果によって、ビームが合流部を通過す

る間にもエネルギー拡がりが変化する場合には、通

常の分散関数を調整するだけでは、横方向の運動に

対する影響を避けることが出来ない。そのため、合

流部でのビームの物理を考える際には、空間電荷効

果の影響を含んだ分散関数を考える必要がある。

また、合流部ではもう一つ重要な物理現象がある。

それは CSRによるエネルギー拡がりの変化である。
ERLでは短いバンチ長のビームが要求されるため、
ビームのエネルギーが低い場合にも、CSRの影響を
考慮する必要がある。

ここでは、空間電荷効果によるエネルギー拡がり

がビームが走った距離に線形に依存すると仮定して、

横方向の投影エミッタンスに与える影響を考る。ま

た、合流部のようなビームエネルギーの低い (∼ 10
MeV)場合での CSR の計算例を紹介する。

8.1 縦方向空間電荷力によるエミッタンス
増大とその補償

ここでは、羽島によって提案された合流部での縦

方向空間電荷力の線形解析 [13]について紹介する。
まず、考えている電子バンチが、合流部内でその

横方向と縦方向の分布をほとんど変えないと仮定す

ると、縦方向空間電荷ポテンシャルは一定に保たれ

ると考えることができる。このような仮定のもとで

は、縦方向空間電荷力によって生じるエネルギー拡

がりは、電子バンチが進んだ距離 s− s0に比例する

みなせる。ここで、sを理想軌道上でのビーム進行

方向の電子バンチの座標、s0を偏向電磁石入口の座

標とした。以下の議論では、エネルギー拡がりとい

うときに、ビームのエネルギー E0 で規格化された

δ = δE/E0を指すものとする。このような仮定のも

とでは、線形近似による電子の水平方向の運動は、偏

向電磁石の曲率半径を ρ、xを理想軌道からの水平方

向のずれとすると、

x′′ = − x

ρ2
+

1
ρ

(δ0 + δSC + κ(s − s0)) (8.1)

と記述される。ここで、x′′ = d2x/ds2 である。δSC

は、合流部入口までの上流部で縦方向空間電荷力に

よって生じたエネルギー拡がりである。δ0 は s = 0
でのエネルギー拡がり、κは要素中での縦方向空間

電荷力による規格化されたポテンシャルである。こ

のとき、合流部中での水平方向の運動は、

x ≡ (x, x′, δ0, δSC , κ) (8.2)

によって記述することができる。この 5次元のベク
トルの s0 → s1 についての時間発展は、1次の転送
行列 R(s1|s0)を用いて

tx(s1) = R(s1|s0)tx(s0) (8.3)

と記述できる。この式は、エネルギー拡がりがある

場合の運動を記述する、3× 3の行列を拡張したもの
であり、次のように書くことができる。

R =




R11 R12 R13 R14 R15

R21 R22 R23 R24 R25

R31 R32 R33 0 0
0 0 0 1 L

0 0 0 0 1




(8.4)

L は要素の長さ、Rij(i, j = 1, 2, 3)は通常の 3 × 3
の転送行列である2。曲率半径 ρ、曲げ角 θをもつセ

クター型偏向電磁石の場合、R11 = cos θ、R12 =
ρ sin θ、R13 = ρ(1 − cos θ)、R14 = ρ(1 − cos θ)、
R15 = ρ2(θ − sin θ)、R21 = −1/ρ · cos θ、R22 =
cos θ、R23 = sin θ、R24 = sin θ、R25 = ρ(1− cos θ)
となる。また、他の要素 (自由空間、4極電磁石など)
については、各要素の Rij(i, j = 1, 2, 3) と R14 =
R15 = R24 = R25 = 0 で記述される。この新たな
5× 5の転送行列を用いると、次のように空間電荷分

2各要素での転送行列については、参考文献 [30]などを参照し
て欲しい。



散関数 (ζx, ζ′x)を定義することができる。


ζx(s1)
ζ′x(s1)

0
L(s1)

1




= R(s1|s0)




ζx(s0)
ζ′x(s0)

0
L(s0)

1




(8.5)

ここで、L(s) = sは軌道長を表す。

この空間電荷分散関数 (ζx, ζ′x)を用いると、縦方
向空間電荷力による位相空間 (x, x′)中での位置のず
れは、

d = (κζx, κζ′x) (8.6)

となり、空間電荷分散関数と空間電荷ポテンシャル

の積によって記述される。このとき、合流部出口で

の各バンチスライスは、位相空間中の ζxx′−ζ′xx = 0
の直線状に整列する。この様子を図 32(a)に示す。
合流部出口におけるエミッタンスは、

ε2 = (ε0βx+D)2(ε0γx+D′2)−(ε0αx+DD′)2 (8.7)

で評価することができる。ここで、(αx, βx, γx)は合
流部出口におけるCourant-Snyderパラメタ、ε0は合

流部入口での初期エミッタンスである。(D, D′)は位
相空間中でのバンチスライスの rms拡がりであり、

(D, D′) ≡ κrms(ζx, ζ′x) (8.8)

から計算される。

このように、位相空間中での分布の傾きが、空間

電荷分散関数によってバンチスライスが整列する方

向とずれていると、図 32(a)に示すようにエミッタ
ンスの増大が生じる。では、これを回避するにはど

うすればよいか？合流部ではビーム光学関数を調整

できる自由度がないため、合流部手前のマッチング

部の 4極電磁石を調整して、合流部出口でのビーム
光学関数を調整してやればよい。合流部出口での位

相空間の分布の傾きは、

ξ =
1
2

arctan
(

2αx

γx − βx

)
(8.9)

で与えられる。一方、縦方向空間電荷力によってバ

ンチスライスが整列される方向は、

ξLSC = arctan
(

ζ′x
ζx

)
(8.10)

で計算される。図 32(b)のように、ξ = ξLSC の場合

には、分布の長軸とスライスが整列される方向が一

致し、エミッタンスの増大が最小に抑えられる。こ

図 32: 合流部での縦方向空間電荷力による投影エミッ
タンスの増大とその補償。

れを実現するように合流部手前のマッチング部を調

整必要がある。

また、CSRによるエネルギー拡がりによる効果も
同様な線形近似によって解析することができ、CSR
分散関数を定義することができる [14]。現実の合流
部では、これらの縦方向空間電荷分散関数とCSR分
散関数の効果を同時に最小にするようにしなければ

ならない。

8.2 合流部でのCSRの影響

ここでは、ERL 入射器合流部のようなエネルギー
の低い領域での CSR について、Saganによる方法
[31]を用いて計算した結果を紹介する [32]。CSRの
詳細については、島田氏のテキストや参考文献 [33]
などを参照して欲しい。

8.2.1 GPT/CSR の開発

通常よく使用される CSR の 1次元 wake 計算を
含んだコード [35]では、超相対論的な条件が仮定さ
れているため、ERL 入射器のような低エネルギー領
域のビームダイナミクスに適用することができない。

また、空間電荷効果と CSRの効果を全て含めてより
厳密に計算するには、TREDI [36]や TraFic4 [37]の
ように、Lienard-Wiechert ポテンシャルをセルフコ
ンシステントに解くことが必要となるが、これは膨

大な計算時間を必要とし、繰り返し計算を行うパラメ

タ最適化には向かない。これらの代わりに、合流部を

含む ERL入射器全体をシミュレートするために、空
間電荷計算を含んだ粒子追跡コードである GPT [24]
用に、新たな CSR計算ルーチン、GPT/CSRを開発
した。GPT/CSR で使用しているアルゴリズム [34]



では、超相対論的な条件は仮定されておらず、入射

器のような低エネルギー領域の合流部やシケインで

のビームダイナミクスの計算にも適用することがで

きる。

ここでは、GPT/CSR の有効性を示すために、円
形軌道上での CSR によるエネルギー損失およびエ
ネルギー拡がりを計算し、elegant による結果と解

析的な結果とを比較する。また、3台の偏向電磁石か
らなる合流部に対して、CSR によるエミッタンス増
大を計算した結果についても紹介する

8.2.2 GPT/CSR による計算結果

GPT/CSR は Sagan [34]の方法を用いて、1次元
CSR wake を計算する。この方法は、電子ビームが
超相対論的であるという近似 (γ 
 1) を用いていな
いため、ERL 入射器のような 10 MeV 程度の低い
エネルギー領域でも有効である。また、GPT/CSR
は、任意のビーム軌道に対して、CSR wake を計算
可能であり、安定状態だけでなく過渡状態も扱うこ

とができる。さらに、GPT/CSR は、鏡像電荷を導
入することにより、真空チェンバーによる CSRの遮
蔽効果の影響も取り入れている。

8.2.3 エネルギー損失とエネルギー拡がり

GPT/CSR、elegant、解析式を用いて、半径 ρ =
1.0m の円形軌道に対して、安定状態のエネルギー
損失とエネルギー拡がりを計算した。この計算では、

バンチ長 σs = 0.6mm、バンチ電荷 −80 pC とし
た。また、初期の粒子分布は進行方向、横方向とも

にGaussian分布とした。図 33 に、エネルギー損失
dε/dt、図 34に、エネルギー拡がり dσδ/dt の計算

結果を示す。図 33 中での赤線は、C. Mayes [38] に
よって導出された解析式による計算結果である。

dε

dt
= −2

3
(remec

2)cβ4γ4

ρ2
N (1 + (N − 1)T (a)) ,

(8.11)
ここで、a = 3/2 · γ 3σs/(βρ) であり、

T (a) =
9

32π

1
a3

(
e

1
(8a2)

√
πK5/6

(
1

8a2

)
− 2πa

)
,

(8.12)
K5/6(x) は変形ベッセル関数、N はバンチ内での電

子数、me は電子の質量、re は電子の古典半径、c は

真空中での光速、γ はローレンツ因子で、β = (1 −
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図 33: 安定状態での CSR によるエネルギー損失の
ビームエネルギー依存性。
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図 34: 安定状態での CSR によるエネルギー拡がり
のビームエネルギー依存性。

1/γ2)1/2 となる。elegant は超相対論的な近似が用

いられているため [35]、E0 > 40 MeV の場合に限り
解析値と一致する。一方、図 33に示されるように、
GPT/CSR は全てのエネルギー領域において解析値
と一致している。

図 34 の赤線は、γ 
 (ρ/σs)1/3 の場合の近似

式 [39, 40]から得られたエネルギー拡がりである。

dσδ

dt
≈ 0.22

reNcβ

γρ2/3σ
4/3
s

. (8.13)

高いエネルギー領域 (E0 > 40MeV) では、
GPT/CSR、elegantともに近似式による結果を再現
している。しかし、低エネルギー領域の極限 (E0 → 0)
では、近似式と elegant ではともに発散してしま

う。これに対して、GPT/CSR では 0 に近づき、予
想通りの結果を示した。以上の結果が示すように、

GPT/CSR は広いエネルギー領域で有効である。
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図 35: 遮蔽なしの場合の偏向電磁石出口以降の CSR
wake の変化。初期のバンチ長は、0.3 mm。
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図 36: 遮蔽ありの場合の偏向電磁石出口以降の CSR
wake の変化。真空チェンバーの高さは 2 cm。

8.2.4 過渡状態での CSR wake

偏向電磁石の入口や出口直後の過渡状態にある

CSR の影響の計算結果を示すために、偏向電磁石出
口から自由空間を進むビームについて、GPT/CSR
を用いて CSR wake 関数の変化を計算した。計算
では、ビームエネルギー 128 MeV、初期のバンチ長
0.3mm、バンチ内の電荷 −80 pC とした。また、初
期の粒子分布は進行方向、横方向ともGaussian分布
とした。図 35 は遮蔽効果のない場合、図 36 は遮蔽
効果のある場合の過渡状態の CSR wake の計算結果
を示す。図 36 では、真空チェンバーの高さを 2 cm,
鏡像電荷の数を 32とした。計算では、半径 ρ = 10m
をもつ偏向電磁石の出口を ∆s = 0 m として、この
点で CSR は安定状態にあるとし、そこから自由空
間を進むうちにどのように CSR wake が変化するか
を求めた。図 35、36 が示すように、CSR wake は
出口から離れると減少していく。
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図 37: CSRによるエネルギー損失に対する遮蔽の高
さの影響。CSR は安定状態。鏡像電荷の数は 32。

8.2.5 真空チェンバーによる CSR の遮蔽

GPT/CSRを用いて、CSR の遮蔽を ρ = 10 m の
円形軌道上で計算した。この計算では、CSR は安定
状態にあるとした。図 37は、エネルギー損失の真空
チェンバーの高さに対する依存性を示す。計算では、

バンチ長を 1.0 mm、バンチ内の電荷を −77 pC、鏡
像電荷の数を 32 とした。また、初期粒子分布は、進
行方向、横方向ともに Gaussian分布とした。図 37
の中での直線は、式 (8.11) から計算された遮蔽なし
の場合の解析値を示す。遮蔽の高さが増加するに従

い、エネルギー損失が解析値に近づくことがわかる。

8.2.6 合流部での CSR の影響

GPT/CSR を使った計算例として、コーネル大学
ERL 計画の合流部での CSR によるエミッタンス増
大を計算し、elegant による計算結果と比較した。

計算では、ビームの運動量を、(a) p0 = 10 MeV/c、
(b) p0 = 500 MeV/c とした。また、CSR による効
果のみを見るために、空間電荷効果は取り入れてい

ない。図 11に合流部のレイアウトを示す。合流部に
は、偏向電磁石 3台の他に 4極電磁石 2台が配置さ
れ B3 の出口では分散関数が 0 になるように強さが
調整される。また、２つの運動量に対して同じビー

ム光学関数を与えるように、エネルギーによってス

ケールされる。図 38 に水平方向の RMS ビームサ
イズの変化を、図 39 に水平方向規格化 RMS エミッ
タンスの変化を示す。これらの図では、横軸は合流

部入口からの進行方向の距離を表す。計算では、バ

ンチ長を 0.3 mm、 バンチ内の電荷を −80 pC、初
期粒子分布を Gaussian分布とした。図 38、 39 よ
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り、(a) p0 = 10 MeV/c のエネルギーが低い場合は、
elegantと GPT/CSRの結果で違いが見られた。こ
れは、elegant の CSR 計算が超相対論的な近似を
含むため、低エネルギー領域で有効でないことに起

因すると推測される。一方、(b) p0 = 500 MeV/c の
超相対論的な近似が成り立つ場合には、２つのコー

ドによる計算結果は良い一致を示した。これらのこ

とから、GPT/CSR は広いエネルギー範囲で有効で
あることが確認できた。



9 おわりに

本テキストでは、ERL入射器でのビームダイナミ
クスについて、エミッタンスを増大させる物理を中

心に紹介してきた。しかしながら、本テキストでの

内容は筆者が知っている内容に限られており、偏り

があることは否めない。ここに掲載した参考文献以

外にも良い文献が多数あるので、それらを参照して

補っていただければ幸いである。

本テキストを書くにあたって、これまで当たり前

のように考えて、自分で計算していないことについ

ても改めて勉強する機会が得られた。しかしながら、

筆者の知らないことはまだ数多くあり、また筆者の

理解が誤っている可能性があることは否定できない。

誤りに気がついた場合には、教えていただければ幸

いである。本テキストの内容についてのコメント、ご

質問を歓迎する。

e-mail:tsukasa@post.kek.jp
また、本テキストの基本構想では、実際の入射器の

設計では欠かすことのできない、入射器パラメタの

最適化法についても紹介する予定であったが、時間の

都合で、本テキストでは割愛することにした。今後、

本テキストの改訂版を OHOセミナーの webページ
上に公開する予定であるので、それに掲載できれば

と考えている。
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