
大強度陽子リングのビーム力学： 

単粒子力学・空間電荷効果     
― 入門編 ― 

1. 序論 

J-PARC は、高エネルギー加速器研究機構と日

本原子力研究開発機構が、茨城県東海村に共同で

建設している MW 級の大強度陽子加速器施設で

あり、400 MeV（現状、181 MeV） リニアック、

速い繰り返しの 3 GeV シンクロトン（Rapid 
Cycling Synchrotron; RCS）、及び、50 GeV（現

状、30 GeV）メインリングシンクロトロン（Main 
Ring; MR）の 3 基の加速器群から構成される。

J-PARC 加速器は、2006 年 11 月から始まった低

電流ビームによる一連の初期試験・調整を経て、

2008 年 12 月より供用運転を開始した。その後は、

2009 年 12 月より、本格的な大強度ビーム試験を

開始し、以来、供用運転と並行して、ビーム出力

の増強へ向けた各種試験・調整を精力的に展開し

ている。 
こうした状況を踏まえ、本講義では、大強度ビ

ームの振る舞いを理解する上で必要なビーム力

学の基礎、特に、RCS や MR で採用されている強

収束型の陽子リングでのビーム運動に焦点を絞

り、ビームの単粒子的振る舞いからビーム粒子間

に作用する空間電荷力を取り入れた場合のビー

ムの挙動などを広く議論する。又、本講義の後半

部で、今までに、RCS で実際に行われてきたビー

ム出力の大強度化への取り組みを概説し、その中

で得られた実験データや対応するシミュレーシ

ョン結果を、本講義の前半部で得た理屈を使って

解説する。 

2. ベータトロン振動（横方向振動） 

加速器では、磁場の分布が与えられると、粒子

のエネルギーに対応して、一定の閉じた軌道が存

在する（閉軌道）。この加速器の設計軌道から外

れた粒子が閉軌道の回りで行う振動をベータト

ロン振動と呼ぶ。本章では、先ず、ベータトロン

振動の運動方程式を導出し、 も基本的なベータ

トロン振動の線形近似解を求める。又、本章の後

半部では、各種誤差磁場や非線形磁場成分を導入

し、それらによって生じるベータトロン振動の不

安定性（共鳴現象）を議論する。 

 
 

 

2.1. ベータトロン振動の運動方程式 

 本節では、電磁場中の荷電粒子のハミルトニア

ンから出発して、ベータトロン振動の運動方程式

を導く。 
電磁場中を運動する荷電粒子のハミルトニア

ンは、以下のように与えられる。 
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の閉軌道を基準曲線に取った直交曲線座標系

（x,y,s）への座標変換を行う。先に述べたように、

ベータトロン振動は、閉軌道の回りの振動である

為、こうした直交曲線座標系を導入し、基準曲線
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図 1：直交曲線座標系。 
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となる。此処で、ρ(s)は、基準曲線の曲率半径を

示す。以下の母関数 
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を用いて正準変換を行うと、（x,y,s）に正準共役な

一般運動量は、 
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と変換すると、直交曲線座標系での新たなハミル

トニアンは、 

2/1
2

2
ss2

yy

2
xx

22

3
1

syx2

]
)/x1(
)eAp()eAp(

)eAp(cm[ce
t
FH

)t;p,s,p,y,p,x(H

ρ+
−

+−+

−++φ=
∂
∂

+=
  (8) 

となる。此処までは、時刻 t を独立変数としてき

たが、次は、基準軌道上の距離 s を新たな独立変

数として取り扱う。t の正準共役量は−H2 である

ので、新たなハミルトニアンは、式(8)を−ps につ

いて解くことにより、以下のように与えられる。 
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此処で、電場は無く、且つ磁場は静的で、設計軌

道に対して平行な磁場成分を持たないという状

況を考える。即ち、 
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と仮定する。この場合、式(9)は、t を含まないの

で、全エネルギー 2HE = は不変量となる。式(9)
について、全運動量 2/12222 )cmc/E(p −= という

関係を使い、px, pyについて 2 次の項までを考慮

すると、 
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となる。上記の独立変数 s でのハミルトニアンか

ら、ハミルトン方程式は、 
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と与えられる。 
次に磁場について考える。直交曲線座標系での

磁場の各成分は、 
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となる。上式と式(10)の条件より、磁場の x, y 成

分は、 
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となり、式(11), (12), (14)から、x, y について 2 次

の項までを考慮すると、ベータトロン振動の運動

方程式は、以下のように求まる。 
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式中の p0は、基準軌道上を周回する粒子の運動量

（中心運動量）、又、B は、p0=eBρを満たす偏向磁

場であり、Bρを中心運動量と等価な量として運動

量リジッディティーと呼ぶ。 

2.2. 磁場の多極展開 

 式(11)や(15)から更に議論を進める為に必要と

なる磁場の多極展開を本節で纏めておく。 
式(10)の Ax=Ay=0 を仮定した場合、磁場は、基

準軌道 s に垂直な成分のみを持つ。 
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この場合、Bx, Byは、Asから式(14)を通して与え

られる。この As は、1/ρが微小な条件下で、 
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と展開できる。その場合、磁場は、 
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と表わせ、bn が 2(n+1)極磁場成分、an がそのね

じれ磁場成分を示す。通常の加速器では、偏向作

用を行う二極磁場（b0）と収束作用を担う四極磁

場（b1）が主成分であり、その他の磁場成分は、

誤差、若しくは、補正量として存在する。 

2.3. ベータトロン振動の線形近似解 

式(18)より、磁場 Bx, Byについて、二極磁場（b0）

と四極磁場（b1）のみ考慮する。 
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上式を式(15)へ代入し、p=p0と仮定して高次の微

小量を省略すると、以下の運動方程式が得られ

る。 
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上式は、ビーム粒子の線形近似による運動方程式

であり、一般に、x, y を代表してχと書くと、 
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と表わせる。係数 k(s)は、円形加速器の場合、ラ

ティス構造の周期性 L に従って、k(s)=k(s+L)の周

期関数となる。このような周期係数を持ち、1 次

微分項を持たない 2階微分方程式をHillの方程式

と呼ぶ。式(21)の一般解は、 
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の線形結合 

)s(i
2

)s(i
1 e)s(wce)s(wc ϕ−ϕ +=χ   (23) 

となる。式(22)を式(21)に代入し、実部と虚部が

共に 0 になるという条件から、以下の w, ϕが満た

すべき関係が導かれる。 
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2w/1=ϕ′   (25) 
式(24)は、エンベロープ方程式と呼ばれる。 
次に、s=s1での初期値が(χ1,χ1’)の場合、s=s2で

の(χ2, χ2’)を与える関係を考える。この関係は、式

(23)に初期値を入れて、c1, c2 を決めることによ

り、以下のように求まる。 
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上式の M(s2|s1)を s1から s2への輸送行列と呼び、

又、ϕ=ϕ(s2)−ϕ(s1)は、s1から s2までのベータトロ

ン振動の位相進みを示す。此処で、Twiss パラメ

ータと呼ばれる新たな量 
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を導入すると、輸送行列は、 
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と表わせる。 
此処で、ベータトロン振動の安定条件を議論す

る。式(28)より、ラティス構造の周期性 L に従っ

て、 
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の周期条件がある場合の sから s+L までの輸送行
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となる。任意の初期条件から出発した粒子の振動

が発散しない為には、行列要素が常に有限である

ことが必要となる。μが実数であれば、ベータト

ロン振動が発散することはなく、振動の安定条件

は、|cosμ|<1、即ち、 
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と与えられる。 
後に、ベータトロン振動の一般解(23)を、

Twiss パラメータを用いて書き直す。式(25)は、 
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ン振動の位相進みは、始点を s=0 に選ぶと、 
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と表記できる。此処で、a とξは、初期条件により

決定される定数である。上記の通り、ベータトロ

ン振動は、加速器の磁場分布から決定されるベー

タ関数β(s)で特徴づけられ、関数 )s(β , )s(ϕ に

よって、それぞれ振幅変調、位相変調された正弦

波と見做すことができる。加速器一周あたりのベ

ータトロン振動の振動回数は、式(36)を加速器一

周に亘り積分し、それを 2πで割った 
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2
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で与えられ、この量をベータトロン振動数、若し

くは、チューンと呼んでいる。 

2.4. 各構成要素の輸送行列 

 本節では、各加速器要素の輸送行列を具体的に

導く。 



2.4.1 自由空間（ドリフト空間） 

 自由空間では、粒子は、力を受けずにまっすぐ

進むので、その長さを Ldとすれば、輸送行列は、 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
L1

M d   (39) 

となる。 

2.4.2 二極電磁石（セクター型） 

 二極電磁石で、ビーム粒子の基準軌道と、その

電磁石の磁極の端面が直角になっているものを

セクター電磁石と呼ぶ。二極電磁石中の粒子の運

動方程式は、式(21)から四極電磁石の効果を除い

て、以下のように与えられる。 
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y 方向は自由空間と同じなので、輸送行列は、式

(39)より、 
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となる。此処で、φは、セクター電磁石の偏向角

を示す。一方、x 方向の一般解は、 
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となる。此処で、A と B は、任意の定数である。

初期条件を、s=0 で、(x, x’)=(x0, x’0)とすると、任

意の s での解は、 
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となり、輸送行列は、 
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2.4.3 四極電磁石 

 四極電磁石内の粒子の運動方程式は、式(21)で
1/ρ→0 と置くことにより、 
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となる。k1>0 と仮定すると、x 方向は収束、y 方

向は発散の作用を持ち、式(45)の一般解は、 
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となる。セクター電磁石の場合と同様の処置によ

り、四極電磁石の輸送行列は、磁石の長さを Lm

とすると、 
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と与えられる。k1<0 の場合は、x 方向が発散、y
方向が収束となり、上の x 方向と y 方向の行列が

入れ替わる。 
 

 

 図 2：エッジ収束（x 方向）。 



 

 

2.4.4 エッジ収束 

此処では、図 2-(1)で示されるように、ビームの

基準軌道と磁石端面の交差角が直角からδだけず

れた角度を持つ二極電磁石を考え、その磁極端面

部の効果を考察する。 
x 方向については、この電磁石は、図 2-(2)に示

す二極磁場の符号が異なったくさび型磁石とセ

クター電磁石の組み合わせと見做すことができ、

基準軌道と並行に x の位置からくさび型電磁石へ

入射した粒子の偏向角は、 

xtan
x ρ

δ
=θΔ   (48) 

となる。此処で、このくさび型磁石を薄いレンズ

として扱う。つまり、レンズを通過した際に、位

置の変位は無く、角度のみ変化すると近似する

（薄レンズ近似）。その場合、薄レンズ前後の軌道

は、 

xtanxx

xx

0

0

ρ
δ

−′=′

=
  (49) 

という関係で結ばれるので、x 方向の輸送行列は、 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ρδ−

=
1/tan
01

Mx   (50) 

となる。 
 次に、y 方向を考える。図 3 に示す通り、 0≠δ
の時は 0vx ≠ 、又、電磁石の端面近傍では、 0y ≠
で 0Bz ≠ となるので、y 方向には、ローレンツ力

が作用する。y 方向の運動方程式は、 

  dtB
m

evdv z
x

y −=   (51) 

となる。上式は、dz=vzdt を用いると、 

dzB
v
v

m
edv z

z

x
y −=   (52) 

となり、又、vx=−vztanδを使って、 

  dztan
m

eBdv z
y δ=   (53) 

と表わされる。此処で、磁気スカラーポテンシャ

ル mφ を導入すると、 mB φ−∇=
r

より、 

  
z

)z,y,x(B m
z ∂

φ∂
−=   (54) 

又、z=−∞で磁場は 0、z=z0 で磁場は y 方向に一

定値 B を取ると仮定すると以下の関係を得る。 

0)y,x(
,yB)z,y,x(

m

0m

=∞−φ
⋅−=φ

  (55) 

式(53)~(55)より、磁石の端面を通過する際に生じ

る y 方向の速度変化は、 

y)tan
m
eB(

dztan
z

)z,y,x(
m
e

dztan
m

eBv

0

0

z m

z z
y

δ=

δ
∂

φ∂
−=

δ=Δ

∫

∫

∞−

∞−

  (56) 

となり、上式を v で割ることで、偏向角が、以下

の様に求まる。 

ytan

y)tan
mv
eB(

v
v

y
y

ρ
δ

=

δ=θΔ=
Δ

  (57) 

上式より、磁石端面前後の軌道は、 
,yy 0=  

図 3：エッジ収束（y 方向）。 



ytanyy 0 ρ
δ

+′=′   (58) 

という関係で結びつくので、y 方向の輸送行列は、 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ρδ

=
1/tan
01

My   (59) 

となる。 
式(50), (59)より、磁石端面の効果が、x 方向と

y 方向で、収束・発散作用が逆となる四極電磁石

と等価な関係を持つことがわかる。この収束効果

をエッジ収束と呼ぶ。 

2.5 Courant-Snyder 不変量 

 Hill の方程式(21)は、以下のハミルトニアンよ

り導かれる。 

  
22 )s(k

2
1

2
1)s;,(H χ+χ′=χ′χ   (60) 

此処で、母関数 

)
2

(tan
2

),(F
2

1
β′

−ϕ
β

χ
−=ϕχ   (61) 

を使い、 ),( χ′χ から )J,(ϕ へ正準変換を行う。こ

の新たな変数は、Action-Angle 変数と呼ばれる。

正準変換の関係式 

ϕβ
χ

=
ϕ∂

∂
−=

β′
−ϕ

β
χ

−=
χ∂

∂
=χ′

2

2
1

1

cos
1

2
FJ

),
2

(tanF

  (62) 

より、 

)cos(sinJ2

,cosJ2

ϕα+ϕ
β

−=χ′

ϕβ=χ
  (63) 

を得る。又、式(24)を、Twiss パラメータを用い

て書き直した 

0))
2

(1(1k
2
1 2 =

β′
+

β
−β⋅+β ′′   (64) 

の関係を使うと、新たなハミルトニアンは、 

β
=

∂
∂

+=
J

s
FHH 1

4   (65) 

と表わせる。この系でのハミルトン方程式は、 

  

0HJ

,1
J

H

4

4

=
ϕ∂

∂
−=′

β
=

∂
∂

=ϕ′

  (66) 

と与えられ、上式より、J が s に依らず一定であ

るという結果が導かれる。 
此処で、Courant-Snyder 不変量と呼ばれる以

下の量を定義する。 

22

22

2

))((1),(C

βχ+χ′αχ+γχ=

αχ+χ′β+χ
β

=χ′χ
  (67) 

上式に、式(63)を代入すると、 
.constJ2),(C ==χ′χ   (68) 

又、ベータトロン振動の一般解(37)を代入すると、 
  .consta),(C 2 ==χ′χ   (69) 
となり、不変量であることが示される。式(68), 
(69)は、ある場所 s の ),( χ′χ 平面での粒子運動の

軌跡を与え、一般に、図 4 に示される様な傾いた

楕円を描き、その不変量は、その楕円の面積をπ
で割った値 ε に等しい。 

  .constd1),(C =χχ′
π

=ε=χ′χ ∫   (70) 

上式の ε は、ビームの広がり具合を表すもので、

エミッタンスと呼ばれる。 ε を使って、式(37)を
書き直すと、 

)
)s(

dscos()s()s(
s

0
ξ+

β
εβ=χ ∫   (71) 

となる。各点 s でのベータトロン振動の振幅は、

磁場分布から決定されるベータ関数と初期条件

から決定される定数であるエミッタンスから与

えられる。加速器中を周回している粒子は、一般

に、異なった初期値、即ち、様々なεで分布するが、

εが 大の粒子が作る楕円を描けば、その他の粒子

の軌跡は全てその楕円の中に入る。一般に、その

楕円の面積をビームのエミッタンスと呼んでい

る。 
 後に、以下の新たな位相変数を定義してお

く。 

ϕβ−=αχ+χ′β=

ϕβ=χ

χ sinJ2P

,cosJ2
  (72) 



上で述べた通り、 ),( χ′χ 空間でのビーム粒子の運

動の軌跡は、図 4 に示す様な楕円となるが、

)P,( χ−χ 空間では、その楕円が、半径 J2β の円

へ変換される。この位相変数は、s に依らずに、

位相空間の粒子の軌跡を円で描写できる便利な

規格化座標系を作るので、ビーム力学の解析過程

でしばしば使用される。 
 

 

 

2.6 ベータトロン振動の断熱減衰 

本節では、ベータトロン振動が、加速と共にど

のように変化するのかを議論する。 
振動系のパラメータが、振動周期に比べてゆっ

くりと変化する場合は、断熱近似が成立し、その

作用積分は断熱不変量となる。正準変数として、

位置χと運動量 χ′=χ pp を用いた場合、作用積分

は、 
 χχ′βγ=χ= ∫∫ χ d)(mcdpI   (73) 

となる。式中の(βγ)はローレンツファクターを示

す。此処で、新しい量として、規格化エミッタン

スと呼ばれる 

  εβγ=
π

χχ′
βγ=ε ∫ )(

d
)(n   (74) 

を導入する。式(73)より、εn は、加速過程で不変

量となり、前節で定義したエミッタンスεと 

p
1

)(
1

n ∝ε
βγ

=ε   (75) 

という関係を持つ。上式より、エミッタンスが、

加速と共に(βγ)に反比例して減衰していくことが

分かる。この現象を、ベータトロン振動の断熱減

衰（adiabatic damping）と呼ぶ。 

2.7 誤差磁場のビームへの影響 

 此処までは、理想的な二極・四極磁場中のベー

タトロン振動を議論してきたが、実際の加速器で

は、電磁石の個体差や設置誤差等があり、ビーム

粒子は、設計値とは異なった磁場の影響を受けて

運動する。本節では、加速器磁場の主成分である

二極磁場と四極磁場の誤差が存在した場合のビ

ーム粒子の運動を議論する。 
 

 

 

2.7.1 二極誤差磁場の影響（整数共鳴） 

 此処までは、閉軌道の回りで生じるベータトロ

ン振動を取り扱ったが、此処では、閉軌道が論点

となる。誤差磁場が存在しない時の閉軌道は、設

計軌道と一致するが、二極磁場の誤差が存在する

と、振動中心である閉軌道に歪みが生じ、ビーム

粒子の運動は、その歪んだ閉軌道とその回りのベ

ータトロン振動として描写される。 
手始めに、設計軌道上の s=s0 に蹴り角

ρΔ=θ B/Bds の二極誤差磁場が存在すると仮定

する。設計軌道を基準曲線に選んだ直交曲線座標

系における s=s0 での歪んだ閉軌道の位相空間座

図 5：整数共鳴条件を満たした場合の位相

空間でのビーム粒子の軌跡。 

図 4： ),( χ′χ 位相空間でのビーム粒子の軌跡

（Courant-Snyder 楕円）。 



標を(χ0,χ0’)とすると、閉軌道の条件は、以下のよ

うに与えられる。 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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+⎟⎟
⎠
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⎜⎜
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⎠
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χ 0

M
0

0

0

0   (76) 

此処で、M は、誤差磁場の無い理想的な条件下で

のリング一周の輸送行列である。輸送行列(28)を
用いて上式を解くと、s=s0での閉軌道変形は、 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
πνα−πν

πνβ
πν

θ
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⎠
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χ

cossin
cos

sin2 0

0

0

0   (77) 

となる。又、任意の位置 s での閉軌道変形は、s0

から s への輸送行列 M(s|s0)を用いて、 

,)s|s(M
0

0
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co
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⎠

⎞
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|))s()s(|cos()s(
sin2

)s()s(
)s(

00

0
co

ϕ−ϕ−πνθ×
πν

ββ
=χ

 (78) 

と表わせる。上式は、単一キックθで生じる閉軌

道変形の式となるが、実際の加速器では、誤差磁

場は、周回軌道に沿って分布する。その場合の閉

軌道変形は、式(78)をリング一周に亘り積分する

ことで、 

dt|))t()s(|cos(
B

)t(B)t(
sin2

)s(
)s(co

ϕ−ϕ−πν×
ρ

Δ
β

πν
β

=χ ∫  (79) 

と与えられる。当然ながら、上式は、式(15)より

導かれる誤差磁場がある場合の Hill の方程式 

⎩
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=χΔ
=χΔ−

=Δ

ρ
Δ

=χ+χ ′′

)yif(B
),xif(B

B

,
B

B)s(k

x

y

  (80) 

を満足する。 
又、式(79)より、チューンが整数に近づくと、

閉軌道変形が発散することが導かれる。こうした

l=ν （整数）となった際に生じる不安定性を整数

共鳴と呼ぶ。この現象は、図 5 に示す様に、チュ

ーンが共鳴条件を満たすと、二極キックの影響が

ターン毎に積み上がる為に生じる。 

2.7.2 四極誤差磁場の影響（半整数共鳴） 

収束作用を担う四極磁場に誤差が生じた場合

には、チューンやベータ関数に影響が現れる。 
四極誤差磁場κ(s)が存在する場合の Hill の方程

式は、 
0))s()s(k( =χκ++χ ′′   (81) 

となる。二極誤差磁場の場合と同様に、手始めに

s=s1の微小領域に四極誤差磁場が存在すると仮定

する。この誤差磁場の輸送行列は、式(47)に薄レ

ンズ近似を行うと、 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
κ−

=
1ds)s(
01

)s(m
11

1   (82) 

と与えられる。この誤差磁場が存在する場合のリ

ング一周分の輸送行列は、上式と誤差磁場が存在

しない場合のリング一周分の輸送行列 M0より、 
)s(m)s(M)s(M 1101 =   (83) 

となり、誤差磁場により生じる位相進みの変化量

は、cosμ=1/2(Tr M)の関係より、 

  

111
0

0

ds)s()s(
2

sin
)(coscoscos

κβ
μ

−=

μΔ=μ−μ
  (84) 

即ち、 

111 ds)s()s(
2
1

κβ=μΔ   (85) 

となる。従って、誤差磁場によるチューンのシフ

ト量は、 

111 ds)s()s(
4
1

2
κβ

π
=

π
μΔ

=νΔ   (86) 

となり、又、誤差が全周に亘り分布している場合

は、式(86)を s について積分することで、 

∫ κβ
π

=
π
μΔ

=νΔ 111 ds)s()s(
4
1

2
  (87) 

と与えられる。 
 次に、四極誤差磁場により生じるベータ関数変

調を議論する。此処でも、s=s1の微小領域に四極

誤差磁場が存在すると仮定して議論を始める。先

程は、s=s1での 1 ターン輸送行列 M(s1)を求めた

が、今回は、s=s2での 1 ターン輸送行列 M(s2)を
求める。 

)s|s(M)s(m)s|s(M)s(M 211122 =   (88) 
 



 
 

 
 
此処で、行列要素(1,2)に関して、誤差磁場が存在

しない場合の M0(s2)との差を取ると、 

  
)2sin(

)sin(dsM

120

21211112

ϕ−ϕ+πν×
ϕ−ϕββκ−=Δ

  (89) 

となる。又、 πνβ= 2sinM12 なので、 

  
)2(2cos

2sin)(M

02

0212

νΔππνβ+
πνβΔ=Δ

  (90) 

という関係も与えられ、式(86), (89), (90)より、誤

差により生じるベータ関数の変化量は、 

  

|)|(2cosds
2sin2
1

210111

02

2

ϕ−ϕ−πνβκ×
πν

−=
β
βΔ

  (91) 

となり、リングに誤差が分布している場合は、 
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ds|))s()s(|(2cos

)s()s(
2sin2
1
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)s(
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βκ
πν

−=
β
βΔ

∫   (92) 

と与えられる。 
 又、式(92)から、チューンが整数、若しくは、

半整数に近づいた場合にベータ関数の変調が発

散することが導かれる。この現象は、 l=ν2 の場

合に起こるので、半整数共鳴と呼ばれている。図

6 に示す通り、整数共鳴の場合と同様に、ビーム

粒子が共鳴条件を満たすと、四極キックの影響が

ターン毎に積み上がる。 

2.8 分散関数 

此処までは、中心運動量を持った粒子の運動を

取り扱ってきたが、実際の加速器では、様々な運

動量を持ったビーム粒子が周回しており、それぞ

れが、その運動量に従って異なった閉軌道を形成

する。本節では、中心運動量からδ=Δp/p だけ異な

った運動量を持つ粒子の運動を論じてゆくが、一

般に、偏向作用の無い鉛直方向 y の運動は、一次

近似の範囲で中心運動量を持つ場合の運動と同

じなので、此処での議論は、水平方向 x の運動に

特化する。 
 運動量がδだけ離れた粒子に対する x 方向の運

動方程式は、式(15)の 2 次以上の項を省略すると、 

,x))s(k1(x 12 ρ
δ

=+
ρ

+′′  

x
B

B
1)s(k y

1 ∂

∂

ρ
=      (93) 

と与えられる。此処で、方程式(93)の解を、 

  ,0x))s(k1(x 12 =+
ρ

+′′ ββ   (94) 

  
ρ

=+
ρ

+′′ 1D))s(k1(D 12   (95) 

を満足する )s(xβ と δ)s(D の線形結合 
  δ+= β )s(D)s(xx   (96) 

として求め、粒子の運動を、δにより生じる新たな

閉軌道 D(s)δとその回りのベータトロン振動 xβ(s)
として取り扱う。式(95)は、 

図 6：半整数共鳴条件を満たした場合の位

相空間でのビーム粒子の軌跡。上図は、チ

ューンが半整数、下図は、整数の場合を示

す。 



  χ⇒δ
ρ

Δ
⇒

ρ
δ D,

B
B

  (97) 

と置き換えれば、二極磁場誤差が存在した場合の

運動方程式(80)と一致する。言い方を変えれば、

運動量変位δの影響を、 

  dsds
B

B
ρ
δ

=
ρ

Δ
  (98) 

という二極キックと見做すことができる為、閉軌

道変形の式(79)に対し、(97)の置き換えを行うこ

とにより、δを持つ粒子の閉軌道は、 

dt|))t()s(|cos(

)t(
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)s(
)s(D
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x

x

x

ϕ−ϕ−πν×
ρ

β
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β
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と与えられる。D(s)は分散関数と呼ばれ、運動量

変位によって生じる閉軌道変位を特徴づける。 

2.9 色収差 

前節では、運動量と閉軌道の関係を論じたが、

運動量の違いにより、収束作用も変化する。この

効果を色収差と呼ぶ。運動方程式(93)~(95)は、δ
について高次の微小量を省略しているので、色収

差の効果を含んでいないが、高次の項を含めて水

平・鉛直方向の閉軌道回りの振動の運動方程式を

書き直すと、 

0x))s()s(k1(x x12 =κΔ++
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δΔ−=δ≈κΔ )s(k)s(k)s( y1y           (100) 
となる。即ち、δの影響は、 )s(y,xκΔ という四極磁

場の誤差と見做せ、δにより生じるチューンのずれ

は、式(87)より、 
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となる。上式の括弧に現れる 
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は、運動量変位で生じるチューンの変化を特徴づ

ける量で、クロマティシティーと呼ぶ。 
 加速器中を周回するビーム粒子には運動量に

ばらつきがある為、クロマティシティーが 0 でな

い場合には、ビームの運動量分布に従ってチュー

ンに広がりが生じてしまう。このチューンの広が

りは、ビーム運動の不安定要素となる様々な共鳴

現象（2.7, 2.10 節）を避けるという点で不利にな

る可能性もあり、その場合には、六極電磁石を用

いてクロマティシティーを補正するのが一般的

である。六極磁場は、式(18)より、 
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と表わせる。上式に、式(96)を代入し、閉軌道 D(s)δ
とその周りのベータトロン振動 xβ(s)という系で、

ビーム粒子の感じる磁場を表わすと、 
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となる。つまり、六極電磁石は、運動量誤差δを持

つビーム粒子に対して、等価的な四極磁場成分

（上式右辺第二項） 
,Dk2x δ=κΔ  
δ−=κΔ Dk2y   (105) 

を持つと見做せ、この成分により生じるクロマテ

ィシティーは、 
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となる。即ち、リング内の分散の存在する場所に

六極電磁石を上手く配置することで、クロマティ



シティー補正が可能となり、補正後のクロマティ

シティーは、式(102), (106)より、 
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となる。 

2.10 ベータトロン共鳴 

 既に 2.7 節で、整数・半整数共鳴について議論

した通り、チューンがある条件を満たした時、急

激に振動が不安定になる現象を共鳴と呼ぶ。実際

の加速器では、主成分である二極磁場・四極磁場

の誤差に加え、更に次数の高い磁場成分やねじれ

成分を持った磁場が、誤差や補正量として存在す

る。高次磁場成分としては、前節で述べたクロマ

ティシティー補正に使用する六極磁場が代表格

として挙げられ、又、四極磁場や高次の磁場成分

が電磁石の設置誤差等の原因で中心軸の回りに

僅かでも回転していると、ねじれ成分を持った磁

場が発生する。 
こうした磁場成分は、ベータトロン振動に様々

な影響を及ぼす。高次の磁場成分があると、ベー

タトロン振動が非線形振動となる。非線形振動

は、振動の振幅がある一定値を超えると、急激に

振動が不安定になるという特徴を持つ。又、四極

磁場のねじれ成分や高次磁場が存在すると、x 方

向と y 方向の振動が独立でなくなり、結合振動が

出現する。この場合は、x 方向と y 方向の振動振

幅が交換したり、又は、一方的に増大したりとい

った現象が起こる。こうした非線形振動や結合振

動は、チューンが、 
l=ν+ν yx nm  （ l,n,m =整数）  (108) 

という条件を満たした時に強く励起され、ベータ

トロン振動が不安定となる。こうした現象をベー

タトロン共鳴と呼ぶ。此処で、 
 |n||m|q +=   (109) 
は、共鳴の次数であり、2q 極磁場が q 次共鳴の主

原因となる。又、 lは、共鳴の原因となる磁場成

分の軌道上の分布をフーリエ展開した時の次数

（ハーモニクス）を示す。 
本節では、一般の加速器で代表的な、ねじれ四

極磁場成分によって誘起される線形結合共鳴と、

六極磁場で励起される三次共鳴について詳細を

議論する。 

2.10.1 ねじれ四極磁場の影響（線形結合共鳴） 

 ハミルトニアン(11)に対し、x/ρを微小量と見做

し、又、p=p0（中心運動量）と仮定する。又、そ

のハミルトニアンを p0 で割って、定数項を省略

し、 
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の置き換えを行う。又、As ついて、式(17)より、

二極（b0）・四極磁場（b1）とねじれ四極磁場（a1）

を考慮すると、ハミルトニアンは、以下のように

表わされる。 
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上式右辺の第一項・第二項が x 方向と y 方向の線

形独立な振動を与える主要項で、第三項がねじれ

四極磁場成分に由来する摂動項（xy 結合項）であ

る。 
此処で、2.5 節で行った様に、母関数 
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を用いて、Action-Angle 変数へ正準変換を行う。

正準変数の変換式 
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つまり、 

  

)cos(sin
J2

p

,cosJ2y

),cos(sinJ2p

,cosJ2x

yyy
y

y
y

yyy

xxx
x

x
x

xxx

ϕα−ϕ
β

−=

ϕβ=

ϕα−ϕ
β

−=

ϕβ=

(114) 

より、新たなハミルトニアンは、 
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となる。上式を更に、母関数 
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を用いて正準変換を行う。此処で、 R/s=θ で、

R は基準軌道の平均半径である。以下の変換式 
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より、新たなハミルトニアンは、 
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となる。ねじれ四極成分に由来する Vlc の角括弧

の中は、s の周期関数となり、その部分をフーリ

エ展開して表記すると、 
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               (119) 
となる。此処で、フーリエ係数 G は、 
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で与えられる。上式右辺の振動項は、 l=ν−ν yx 、

若しくは、 l=ν+ν yx の近傍で遅い関数となり、

その積分で示されるフーリエ係数 G は、その条件

下で有意な値をとり、ベータトロン振動に強く寄

与する。 l=ν−ν yx 近傍で出現する現象を線形結

合差共鳴、又、 l=ν+ν yx 近傍での不安定性を線

形結合和共鳴と呼ぶ。 
又、そのフーリエ係数 G は、線形結合共鳴のソ

ースであるねじれ四極磁場が、加速器の対称性 P
と同じ周期性を持って分布している場合は、

nP=l （n:整数）という関係が成り立つ際に有意

な値を持ち、 nP≠l の場合は 0 となるという特徴

を持つ。 nP=l の条件下では、各周期の積分への

寄与が一方的に足し込まれ、一般に、G は大きな

値を持ち、ベータトロン振動に大きな影響をもた

らす。この状況下で出現する共鳴を構造共鳴と呼

ぶ。一方、共鳴のソース磁場が、加速器の対称性

とは無関係にランダムに分布している場合、即

ち、四極電磁石の設置誤差（中心軸の回りの回転

誤差）等の場合には、一般に G の値は小さいが、

全ての整数 lで 0 以外の値を持つ。こうした共鳴

を非構造共鳴と呼ぶ。このフーリエ係数 G は、共



鳴の強度を示す量であり、共鳴の driving term と

呼ばれる。以上の G の特徴は、線形結合共鳴だけ

でなく、以下の節で議論する三次共鳴等、全ての

共鳴現象で成立する。 
以下で、差共鳴と和共鳴の特徴を詳細に議論す

る。 
 

 
 

 

＜線形結合差共鳴＞ 

上記の議論を考慮すると、ハミルトニアン

(118)~(120)は、 l=ν−ν yx 近傍で、 
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と近似される。此処で更に上式を、母関数 
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を用いて正準変換する。変換式 
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より、新たなハミルトニアンは、 
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となる。上式は、 2φ と θ を含まないので、J2 と

H7は不変量となる。 
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又、式(124)より、ハミルトン方程式は、 
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となり、上記の 2 式より、 1J についての運動方程

式が導かれる。 
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此処で、λは実数なので、上式は、 

  
J)cos(/EJ
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222
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=
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という振動解を与える。つまり、 l=ν−ν yx 近傍

のビーム振動は、 .constJJJ yx2 =+= という条件

に従って、x 方向と y 方向のベータトロン振幅が

交換し合い、その振幅交換のチューンがλで与え

られる。図 7 に、 01yx1 ≈−ν−ν=δ で、 0Jx ≠ , 

0Jy = という初期値で行った単粒子トラッキン

グの結果を示す。式(128)からも明らかであるが、

図 7： 01yx1 ≈−ν−ν=δ での単粒子トラ

ッキングで得られた線形結合振動の様子。



この場合は、初期値で与えた x 方向の振幅が、完

全に y 方向へ移行する。 

＜線形結合和共鳴＞ 

和共鳴の場合も、差共鳴と同様の手続きを行

う。式(118)~(120)より、 l=ν+ν yx 近傍でのハミ

ルトニアンは、 
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となる。次に、上式を、母関数 
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を用いて正準変換する。変換式 

,
J
F

,JFJ

,
J
F

y
2

2
2

1
x

2
x

yx
1

2
1

φ=
∂
∂

=φ

=
φ∂

∂
=

ξ+θ−φ+φ=
∂
∂

=φ l

  (131) 

21
y

2
y JJFJ +=

φ∂
∂

=  

より、ハミルトニアン(129)は、 
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l−ν+ν=δ yx1  
と変換される。上式は、 2φ とθを含まないので、

J2と H7は不変量となる。 
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差共鳴の場合には、 yx JJ + が運動の定数であった

が、和共鳴では、 xy JJ − が不変量となる。即ち、

和共鳴は、x 方向と y 方向のベータトロン振幅が、

際限なく増大するといった不安定性を導く。式

(132)より、ハミルトン方程式は、 

  
1

121

12
,1,111

1121,1,11

cos
)JJ(J2

J2JG

,sin)JJ(JGJ

φ
+

+
+δ=φ

φ+=

l

l

&

&

  (134) 

となり、上式より、 1J についての運動方程式は、 
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と与えられる。差共鳴の場合は、
2

,1,1
2
1 G l−+δ=λ

が実数であった為、J1は振動解となったが、和共

鳴の場合、
2

,1,1
2
1 G l−δ=λ は、 

l,1,11 G|| <δ   (136) 

の際に虚数となる。即ち、和共鳴の不安定性の条

件は、式(136)で与えられ、その場合、ベータトロ

ン振動の振幅は、 .constJJ xy =− という関係に従

って指数関数的に増大する。 

2.10.2 六極磁場の影響（三次共鳴） 

 次に、加速器中に、六極磁場が存在する場合を

考察する。この場合も、前節と同様の手続きを行

う。Asついて、式(17)より、二極（b0）・四極磁場

（b1）と六極磁場（b2）を考慮すると、式(111)に
対応するハミルトニアンは、以下のように表わさ

れる。 
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次に、母関数(112)と(116)を用いて正準変換を二

回行うと、上式は、 
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と変換される。前節での議論から察しがつく通

り、六極磁場は、以下の共鳴を誘起する。 

,cos
,33cos

xx

xx

l

l

=ν→ϕ
=ν→ϕ

 

  
l

l

=ν+ν→ϕ+ϕ

=ν−ν→ϕ−ϕ

yxyx

yxyx

2)2cos(
,2)2cos(
  (139) 

各現象を考察する為の手続きは、全て同様なの

で、此処では、六極磁場により励起される特徴的

な三次共鳴 l=νx3 と l=ν−ν yx 2 について以下

で詳細を検討する。 

＜ l=νx3 共鳴＞ 

 此処では、 
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に着目し、x 方向の運動に出現する l=νx3 共鳴

について議論する。先ず、s の周期関数である上

式の角括弧の中をフーリエ展開する。 
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上式において、 l=νx3 近傍で有意な項のみ考慮

すると、ハミルトニアンは、 
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と表わせる。此処で、 l,0,3G が、この 3 次共鳴の

強度を示す driving term である。更に、母関数 
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ξ

+θ−φ=φ
l

  (143) 

を用いて正準変換する。変換式 
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を用いて、ハミルトニアン(142)は、 

図 9：3νx=20 近傍での単粒子トラッキン

グで得られたビーム粒子の軌跡。 

図 8： l=νx3 共鳴のセパラトリクス。 
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3x
l

−ν=δ  

と変換される。上式は、θを含まないので、H7 は

不変量となる。 

  .constE3cosJGJ 3
,0,3 ==φ+δ l   (146) 

式(145)より、ハミルトン方程式は、 

φ+δ=φ

φ=

3cosJG
2
3
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と与えられ、J についての運動方程式は、 

E9JG
2

27J9J 22
,0,3

2 δ=−δ+ l
&&   (148) 

となる。上式は、非線形振動を与える式であり、

振幅がある一定値を超えた場合に、ビーム振動が

不安定になるといった特徴を持つ。ビーム振幅の

安定・不安定領域の境界（セパラトリクス）は、

ハミルトニアンが与える極大点（unstable fixed 
point; ufp）より求まる。ハミルトニアン(145)の
ufp は、 0H7 =δ 、つまり、 0,0J =φ= && より、 

⎩
⎨
⎧

>δπ±π
<δπ±

=φ

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ δ
=

)0G/if(3/,
),0G/if(3/2,0

,
G3
2J

,0,3

,0,3
ufp

2

,0,3
ufp

l

l

l

　

 (149) 

と与えられ、セパラトリクスは、上の 3 つの極大

点を通過する式(146)の軌跡となる。 
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3

,0,3 J
3

E3cosJGJ δ
==φ+δ l  (150) 

此処で上式を、規格化座標系 

φ=ηφ=ζ sin
J
J,cos

J
J

ufpufp

  (151) 

へ変換すると、 
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となる。この座標系で、ufp は、 

)
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となり、その ufp を通過する以下の 3 つの直線 

)1(
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  (154) 

がセパラトリクスを与える（図 8）。このセパラト

リクスの外側に存在した場合、即ち、 
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の条件下で、ビーム振動が不安定となり、ビーム

の振幅は発散する。図 9 に、単粒子トラッキング

計算の結果を示す。これは、様々な J に対するビ

ーム粒子の軌跡であるが、J が Jufp を越えた場合

に、ビーム振幅が増大してゆく様子がわかる。実

際、式(148)へ、K=J−Jufp, E=Eufpを代入して得ら

れるセパラトリクス上の運動方程式 

0K
J

6K3K 2

ufp

2
2 =

δ
−δ−&&   (156) 

は、右辺三番目の非線形項により、指数関数的な

解を与える。 

＜ l=ν−ν yx 2 共鳴＞ 

 次は、 
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2
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2
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               (157) 
に着目し、 l=ν−ν yx 2 共鳴を考える。この共鳴

についても上と同様の手続きを行う。先ず、上式

の角括弧の中をフーリエ展開する。 
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式(138), (158)より、 l=ν−ν yx 2 近傍でのハミル

トニアンは、 
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となる。此処で、 l,2,1G − が、この 3 次共鳴の driving 

term である。更に上式を、母関数 

2y1yx

21yx2

JJ)2(

)J,J,,(F

φ+ξ+θ−φ−φ=

φφ

l
  (160) 

を用いて正準変換する。正準変数の変換式 
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より、ハミルトニアンは、 
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と変換される。上式は、 2φ とθを含まないので、

J2と H7は不変量となる。 
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この共鳴近傍の粒子運動では、 yx JJ2 + が保存量

となる。つまり、線形結合差共鳴の場合と同様の

x 方向と y 方向の結合振動が導かれる。此処で、

ハミルトニアン(162)の ufp を通過する粒子の軌 

 
 

 
 
跡から、結合振動が出現する条件を調査する。式

(162)より、ハミルトン方程式は、 
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となる。又、ハミルトニアン(162)の ufp は、 0J1 =& , 
01 =φ& より、 
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2
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と与えられる。上記の ufp を通過する粒子の軌跡

は、式(163)より、 

2
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112
2/1

1,2,111

J
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δ
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で与えられ、以下の規格化座標系 

1
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1
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1 sin
J
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J
J2
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へ変換すると、 
 0)/J2G1)(1( 12,2,1

22 =δζ−η−ζ− − l  (168) 

図 10： l=ν−ν yx 2 近傍でのビーム粒子の軌跡。



 
 

 
 
となる。つまり、粒子の軌跡は、 

,122 =η+ζ       (169) 
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GJ2 −

δ
=ζ   (170) 

という円と直線で表わされ、その交点が ufp に対

応する（図 10）。結合振動は、その ufp が存在す

る場合、つまり、上の円と直線が交わる条件下、 

l

l

,2,121

,2,12

1

GJ2

,1
GJ2

−

−
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  (171) 

で発生する。その場合、粒子は、式(169)の円孤上

で、x 方向の振幅が 大となる。 

  
2
JJ 2

x =   (172) 

一方、ufp に到達し、式(170)の直線部に導かれる

と、その x 方向の振幅は、 .constJJ2 yx =+ の関

係に従って、y 方向へ移行する。その際の x 方向

の 小振幅は、η=0 で、 

  2
,21

2
1

x G4
J

l−

δ
=   (173) 

となる。図 11 に、 062 yx1 ≈+ν−ν=δ で、

0Jx = , 0Jy ≠ という初期値で行った単粒子トラ

ッキングの結果を示す。この場合、式(170)は、

0≈ζ となるので、x 方向の振幅は、0 から J2/2
の範囲で振動する。 

2.10.3 共鳴の補正 

エミッタンス増大やビーム損失の原因となっ

ている共鳴の次数とハーモニクスが既知であれ

ば、共鳴の次数と同じ極を持つ補正磁石を使っ

て、その共鳴を相殺することができる。此処では、

J-PARC RCS での三次構造共鳴νx−2νy=−6 を例に

挙げて、共鳴の補正手法を概説する。 
 RCS での三次共鳴のソースは、クロマティシテ

ィー補正に使用する六極電磁石と二極電磁石の

磁場に内在する六極磁場成分である（詳細は、5.2
節）。六極電磁石の励磁量は、我々が設定すべき

ものであり、又、二極電磁石が作る六極磁場成分

の強度についても、磁場測定によって定量評価さ

れているので、それらが励起するνx−2νy=−6 共鳴

の driving term は、式(158)を用いて簡単に計算

できる。 
082.0j032.1eG j

6,2,1 +=ξ
−−   (174) 

つまり、この driving term の実部と虚部が共に 0
となるように、共鳴補正用の六極電磁石を励磁す

ればよい。RCS では、将来、共鳴補正等を行う為

に、各長直線部の両端（図 18）に、補正電磁石を

導入する為のスペースを残している。この 6 箇所

のスペースに、上記の driving term を打ち消す為

の六極電磁石を設置したと仮定すると、共鳴補正

に必要な励磁量は、クロマティシティー補正用六

極電磁石の磁場強度の 1/5 程度となる。図 12 に、 

図 11： 062 yx1 ≈+ν−ν=δ での単粒子ト

ラッキングで得られた非線形結合振動の

様子。 



 
 

 
 

 

 

 
 
共鳴補正前後での共鳴幅（式(171)で与えられる結

合振動が出現する領域）を、又、図 13 に、単粒

子トラッキングで得られた結果を示す。後者の結

果は、初期条件 
,yx ε=ε  

,0x,/x xx =′γε=   (175) 

0y,/y yy =′γε=  

を持つ粒子が、フィジカルアパーチャ内で安定に

5000 ターンまで周回可能な初期エミッタンスの

大値（ yx ε=ε ）をプロットしたもので、各チュ

ーンでの振動の安定領域の広さを示す。此処で示

した 2 つの結果は良く一致し、共鳴補正によって、

共鳴幅が狭くなり、振動の安定領域が拡幅してい

るのが分かる。 

3 シンクロトロン振動（縦方向振動） 

本章では、ビーム加速に伴って生じるシンクロ

トロン振動を概説する（縦方向運動の詳細は、田

村氏のテキストを参照）。 
ビーム加速は、軌道上に高周波加速空胴を設置

し、その加速ギャップに、高周波電場を印加して

周回毎に行う。此処で、磁場 B に対して p=eBρ
を満たし、中心軌道上を周回する粒子を考える。

加速ギャップに、この粒子の周回周波数に同期し

た周波数を持つ加速電場を印加した場合、この粒

子と加速電場の位相は一致し続け、安定に加速さ

れる。こうした常に高周波と同調する粒子を同期

粒子と呼ぶ。但し、実際のビーム粒子は、エネル

ギーにばらつきがあり、又、高周波電場に対する

位相も一定ではない。こうした同期条件から外れ

た粒子は、同期粒子の回りを振動しながら加速さ

れてゆく。こうした非同期粒子が、エネルギーと

位相を軸に取った縦方向位相空間で行う振動を

シンクロトロン振動と呼ぶ。本章では、シンクロ

トロン振動の安定性（位相安定性の原理）に焦点

を絞って議論する。 

3.1 周回周期の運動量依存性 

本節では、シンクロトロン振動の安定性を議論

する上で必要な知識となる周回周期の運動量依

存性について説明する。前章で議論したように、

ビーム粒子は、運動量に対して、それぞれ閉じた

軌道を持つ。このような閉軌道を、それぞれの運

動量を持つ粒子の平衡軌道と呼ぶ。 
此処で、運動量 p を持つ粒子の平衡軌道長を C、

又、運動量変位Δp に対する平衡軌道長のずれを

ΔC と置く。微小変位の場合、Δp とΔC の関係は、 

図 13：単粒子トラッキングで得られた共鳴補

正前後での各チューンにおける振動の安定

領域の広さ。 

図 12：共鳴補正前後でのνx−2νy=−6の共鳴幅。
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α=
Δ

  (176) 

と表わせる。上式の係数αは、運動量圧縮係数と

呼ばれ、加速器中の磁場分布により決定される定

数である。次に、周回周期 T と粒子の速度 v の関

係を考える。T=C/v より、それぞれの微小変位の

関係を求めると、 

v
v

C
C

T
T Δ

−
Δ

=
Δ

  (177) 

となる。又、粒子の運動量と速度の間には、 

v
v

p
p 2 Δ
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Δ

  (178) 

という関係が成り立つので、式(176)～(178)より、 

p
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p
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Δ
η=

Δ
γ
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Δ

  (179) 

という関係を得る。此処で、γは、粒子の全エネル

ギーを静止エネルギーで規格化した量であり、η
は、phase slip factor と呼ばれ、周回周期の運動

量依存性を特徴づける値である。又、上式の括弧

内が 0 となるエネルギー 

α
=γ

1
t   (180) 

をトランジッションエネルギーと呼ぶ。粒子のエ

ネルギーがγtよりも小さい時、即ち、式(179)の括

弧が負の場合は、運動量の増加に対し、周回周期

が短くなる。一方、粒子のエネルギーがγt を上回

った場合は、括弧の中が正となり、運動量増加に

対し、周回周期が遅くなる。前者は、速度の増加

率が軌道長の増加率を上回る為であり、一方、後

者の場合は、エネルギーが高くなると粒子の速度

が光速に近づく為に、運動量の増加に対する速度

の応答が鈍るので、前者での関係が逆転する。又、

粒子のエネルギーがγt と一致した場合には、運動

量が変わっても周回周期が変化しないという状

況が出現する。 

3.2 シンクロトロン振動の運動方程式 

本節では、加速電場により生じる非同期粒子の

位相振動とエネルギー振動を与える運動方程式

を導く。 

周回軌道上のθ=s/R=0 の位置に、ギャップ間距

離が微小な加速ギャップが存在すると仮定する

と、s 方向の高周波電場は、デルタ関数を用いて、 

)thsin()(
R
V)t,( ss φ+ωθδ=θε   (181) 

と表わせる。 sω は同期粒子の周回周波数、即ち、

此処では、高周波電場の周波数を sω の h（整数：

ハーモニックナンバー）倍として扱う。又、R は、

中心軌道の平均半径を示す。式(181)のデルタ関数

は、2πの周期関数であるので、それをフーリエ展

開すると、式(181)は、 

)]nthsin(
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V)t,(

ss

n
ss
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π

=θε ∑
 (182) 

となる。上式より、加速電場は、位相速度± n/h sω

を持つ様々な進行波の重ね合わせと解釈できる。

これら進行波の中で加速に寄与するのは、中心軌

道を周回する粒子と等しい位相速度を持った進

行波である。従って、実効的な加速電場は、 

ss hth

,sin
R2

V

φ+θ−ω=φ

φ
π

=ε
  (183) 

となる。 
式(183)より、同期粒子が、t=0 で、θ=0 に位置

するギャップを通過した際に受ける加速電場は、 

ssin
R2

V
φ

π
=ε   (184) 

となる。此処で、ベータトロン振動の振幅は小さ

く、粒子の軌道が中心面の近傍に存在している場

合を想定し、粒子の運動量の時間的変化が、s 方

向の電場のみに依存すると仮定すると、中心運動

量 psを持つ同期粒子の運動方程式は、 

s
s sin

R2
eV

dt
dp

φ
π

=   (185) 

となる。同期粒子の加速電場に対する位相 sφ を同

期位相と呼ぶ。先にも述べたように、同期粒子は、

常に、加速電場に同調して同じ位相にあり、式

(185)に従って加速される。一方、ps からΔp だけ

離れた粒子の方程式は、 

φ
π

=
Δ+ sin

R2
eV

dt
)pp(d s   (186) 



となるので、式(185)と(186)の差をとることによ

り、Δp について、 

)sin(sin
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eV
dt

)p(d
sφ−φ

π
=

Δ
  (187) 

という方程式を得る。更に、上式を、 
pvE sΔ=Δ   (188) 

という関係を用いて書き直すと、エネルギー変位

ΔE について、 
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2
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)/E(d

s
s φ−φ

π
=

ωΔ
  (189) 

という関係式を得る。 
次に、位相について考える。此処で、同期位相

からの変位 
sφ−φ=φΔ  

を導入すると、式(183)より、 
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φΔ

h)(h
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s
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  (190) 

という関係が得られる。此処で、ωは、非同期粒

子の周回周波数、又、 sω−ω=ωΔ は、同期粒子

の周回周波数からのずれを示す。上式は、式(179)
から導かれる 

ss p
pΔ

η−=
ω

ωΔ
  (191) 

と、運動量とエネルギーの微小変位の関係 
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より、 
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と表わせる。此処で、βsは、同期粒子の速度を光

速で規格化した値である。 
式(189), (193)より、位相方向の振動方程式は、

以下のように与えられる。 
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此処で、上式の左辺括弧内の係数が短い時間内で

一定、即ち、係数が大幅に変化しない程度の短い

時間のみを扱うと仮定すると、式(194)は、 

)sin(sin
2

heV
dt
dE

s2

2

2
0

s φ−φ
π

=
φ

ηω
 (195) 

と変形できる。此処で、 ss0 / βω=ω は光速粒子の

周回周波数である。上式は、非同期粒子が、同期

位相 sφ の回りで行う振動を記述する。位相が振動

した場合には、式(193)より、エネルギーも中心エ

ネルギーEsの回りで振動することが分かる。以上

の位相方向、エネルギー方向の振動をシンクロト

ロン振動という。 
式(195)は、非線形振動を導く方程式であり、振

動の安定性が振幅に依存するという特徴を持つ。

此処では、こうした非線形振動を取り扱う前に、

極小点（stable fixed point; sfp）近傍で、線形振

動として近似可能な微小振動を先ず議論する。

sφ−φ=φΔ を微小量と仮定すると、式(195)は、

以下のような単振動を与える方程式となる。 

0
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=φΔ
π

φηω
−
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この単振動の振動数は、 

s

s
0s E2

cosheV
π

φη
−ω=Ω   (197) 

となり、これをシンクロトロン振動数と呼ぶ。 

3.3 シンクロトロン振動の安定性 

本節では、式(195)より導かれる非線形振動を取

り扱う。式(195)を積分することにより、エネルギ

ー積分 
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2
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d
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+

⎟
⎠
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を得る。上式より、位相振動は、下記のポテンシ

ャルエネルギー )(U φ の中の質量 M を持つ質点の

振動と等価であると解釈される。 
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sign  

0>η の場合を考えると、式(193), (198)より、以

下の関係を得ることができる。 
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2
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C)2/heV(C
,))sin(cosC(2

E
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φφ+φ−±=

Δ
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ηπ

 (200) 

上式は、縦方向位相空間 )E,( Δφ 上での粒子の軌

跡を与える。図 14 で示されるように、式(200)は、

定数 C0 が、ある閾値以下の場合、閉じた軌跡を

形成するが、それ以上の場合には、軌跡が閉じず

に不安定な状況が出現する。こうした非線形振動

の安定・不安定領域の境界を示すセパラトリクス

は、ベータトロン振動の非線形共鳴を取り扱った

場合と同様に、ポテンシャルエネルギーU が持つ

ufp を通過する式(200)の軌跡で与えられる。ポテ

ンシャルエネルギーU の極点は、dU/dφ=0より、 

⎩
⎨
⎧

φ−π
φ

=φ
)ufp(
),sfp(

s

s
  (201) 

と与えられる。ufp を通過する軌跡の C0 値は、

0E,s =Δφ−π=φ を式(200)へ代入して、 

sss0 sin)(cosC φφ−π+φ−=   (202) 

と与えられる。又、セパラトリクス上のΔE の

大値は、式(202)を式(200)へ代入し、 sφ=φ と置

くことにより、 

sss

2
ss sin)

2
(cos

h2
eVE2E φφ−

π
+φ−

ηπ
β

=Δ  

                               (203) 
となる。このΔE が、シンクロトロン振動が安定

でありえる 大のエネルギー誤差となる。セパラ

トリクスで囲まれた安定領域は、rf bucket と呼ば

れ、式(203)で与えられる rf bucket の高さを、

bucket height という。セパラトリクスの面積は、

η>0 の場合、 π=φs で 大となるが、この場合

には、加速されるエネルギーは 0 となる

（stationary bucket）。ビーム加速を伴わないスト

レージリングでは、こうした stationary bucket
を使って、縦方向にビームをバンチ化させてい

る。一方、 sφ が 2/π に近づくほど、1 ターンあた

りのエネルギーゲインは増加するが、セパラトリ

クスの面積は狭くなり、 2/s π=φ で 0 となる。 
以上では、主に、η>0、つまり、粒子のエネル

ギーが、トランジションエネルギーの上部に位置

する場合について扱ったが、式(199)より、ポテン

シャルエネルギーU の形状は、トランジションエ

ネルギーの上部・下部に位置する場合で異なる。

従って、シンクロトロン振動の安定領域も、トラ

ンジッションエネルギーを境に変化する。図 15
に示す通り、それぞれ同期位相を、 

),if(20 ts γ<γπ<φ<  
)if(2 ts γ>γπ<φ<π   (204) 

図 14：シンクロトロン振動のポテンシャル

と縦方向位相平面上でのビーム粒子の軌跡。



と選んだ場合に、 sφ の回りに安定領域が出現す

る。この条件は、式(197)で与えられるシンクロト

ロン振動数が実数になる為の条件と一致する。強

収束シンクロトンの場合、加速途中でトランジッ

ションエネルギーを通過することがあるが、その

場合、シンクロトロン振動の安定領域は、トラン

ジションエネルギーを境に、加速高周波の上昇部

から下降部へとジャンプする。 
 

 

 

3.4 シンクロトロン振動の断熱減衰 

本節では、3.1.1 節で議論した微小振動の場合を

例に挙げて、シンクロトロン振動の断熱減衰を議

論する。微小振動の式(196)を与えるハミルトニア

ンは、 
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と表わせる。此処で、 )/E,( sωΔφΔ が正準変数と

なる。上記のハミルトニアンは、独立変数 t を含

まないので、Hsは不変量となる。 
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上式の軌跡（楕円）の面積である作用積分は、 
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となる。上式の C2 を式(206)へ代入すると、楕円

の式は、 

⎩
⎨
⎧

<η−
>η+

=

π
φηω

−
π

±=

φΔ
π

φ
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ω
Δηω

0if
,0if

sign

,
E8

cosheVI

)(
4
coseVE

E2
h

s

s
2
0

2s

2

ss

2
0

(208) 

となり、位相振幅の 大値（ 0E =Δ の時の φΔ ）、

エネルギー振幅の 大値（ 0=φΔ の時の EΔ ）は、 
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と与えられる。シンクロトロン振動の振幅は、上

式に従って加速と共に減衰する。 

4 空間電荷効果 

前章迄は、ビーム粒子間の相互作用が無視でき

る状況を想定してきた。つまり、外部収束磁場が

定める互いに独立な個々のビーム粒子の運動に

着目し、ビーム運動を、それらの単なる重ね合わ

せとして扱ってきた。但し、ビーム強度が上がる

と、粒子間に作用するクーロン力の影響が顕著と

なり、上記のような独立粒子的な取り扱いでは、

ビームの挙動を正しく表現できなくなる。こうし

た粒子間に働くクーロン力の影響により、ビーム

粒子の運動が、ビーム強度やビーム分布に依存し

て変化する現象を空間電荷効果と呼ぶ。本章で

は、ベータトロン振動の安定性という観点から横

方向の空間電荷力を計算し、ビームへの影響を調

査する（大強度ビームでは、ビームを取り囲む

様々な装置との電磁的な相互作用によって引き

図 15：γtの上部・下部でのシンクロトロン振

動のポテンシャル。 



起こされる各種不安定性も顕在化する。そうした

現象は、菖蒲田氏のテキストで扱われる）。 

4.1 ラスレットチューンシフト 

ビームは、同一荷電粒子の集合体である為、空

間電荷力は、発散力として働き、電磁石系が作る

収束力を打ち消す方向に作用する。その為、空間

電荷力は、外部収束力から決まるチューン（ベア

チューン）を下方へ変位させる。本節では、横方

向の空間電荷力を計算し（縦方向については、一

様分布とし、対称性から電場は生じないと仮定）、

それにより生じるチューンシフトを導く。当然な

がら、空間電荷力は、ビームの分布にも依存する

ので、分布の取り方により、チューンシフトの様

相も異なる。本節では、横方向について、一様分

布とガウス分布の場合を取り扱う。 

 

 

4.1.1 一様分布の場合（KV 分布） 

図 16 に示す半径 a の円柱ビームを考え、粒子

は、横方向に一様に分布していると仮定する。又、

粒子の縦方向の線密度（単位長あたりの粒子数）

をλとする。この円柱ビームが作るビーム内半径 r
位置での径方向の電場は、ガウスの法則から、 

2
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r a
r

2
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=   (210) 

と求まる。此処で、ε0 は誘電率である。又、電流

が作る s 軸回りの回転方向の磁場は、アンペール

の法則より、 
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a
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2
eB β
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となる。此処で、μ0は透磁率である。従って、電

磁場(210), (211)が作る r 位置でのローレンツ力

は、
2

00 c/1=με という関係を用いて、 
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と与えられる。此処で、β, γは、ローレンツファ

クターであり、 re
r
は、径方向の単位ベクトルを示

す。上式より、粒子が加速されてβが 1 に近づく

と、電流が作る磁場が電場の影響を相殺するの

で、空間電荷力による発散作用は弱まることがわ

かる。つまり、シンクロトロンなどでは、入射エ

ネルギー領域で、空間電荷力が も顕著となる。 
ニュートンの運動方程式 

χ=
χ

γ F
dt
dm 2

2

  (213) 

は、 cdtds β= より、 

χ=
χ

γβ F
ds
dmc 2

2
22   (214) 

となるので、空間電荷力は、以下のように、Hill
の方程式に取り込まれる。 

×
γβ

=χ+χ ′′
22 mc

1)s(k (space charge force) 

(215) 
式(215)より、空間電荷力(212)を含む Hill の方程

式は、 
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となる。又、上式を与えるハミルトニアンは、 
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となる。此処で、rpは陽子の古典半径である。式

(216), (217)より、空間電荷力(212)の影響は、 

図 16：横方向に一様に分布し、進行方向に

粒子線密度λを持つ半径 a の円柱ビーム。 
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という四極誤差磁場と見做せ、空間電荷力による

チューンシフトは、式(87)より、 
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となる。 

以上では、進行方向に一様なビームを取り扱っ

てきたが、此処では、バンチ化されたビームにつ

いて考える。厳密に言えば、この計算は 3 次元の

問題なので、式(219)のような二次元での取り扱い

はできない。但し、一般に、陽子ビームは、口径

に対して非常に長いバンチ構造を持つので、進行

方向の電場は無視でき、良い近似で二次元的取り

扱いが可能となる。従って、空間電荷力は、式(212)
で与えられると仮定し、進行方向の線密度へ s 依

存性を導入すれば良い。式(219)は、全粒子数 tn と

リング一周に亘る平均の線密度 avλ との関係

avt R2n λπ= 、又は、バンチングファクター

=fB (平均電流／ピーク電流)を導入すると、以下

の様に表わせる。 
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上式で与えられる量を、狭義のラスレットチュー

ンシフトと呼ぶ（真のラスレットチューンシフト

は、ビームを取り巻く境界条件の効果を取り入れ

たもの）。 
以上の解析より、横方向に一様な粒子分布を仮

定した場合、空間電荷力は、式(212)で与えられる

線形力となり、全てのビーム粒子のチューンを、

式(220)で与えられる同じ量だけ下方へ変位させ

ることが示された（図 17 の上図）。 
此処で、上で扱った二次元実空間で一様な粒子

分布が、位相空間でどのような分布関数になるか

を考察しておく。二次元の実空間に対応する位相

変数として、式(72)の規格化座標系(x,Px,y,Py)を選

ぶ。実空間での対称性を考慮すると、位相空間で

の分布は、四次元の球面関数 f となり、 
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                   (221) 
という関係を満足する。以下の新たな変数 

θ=
θ=

sinrP
,cosrP

y

x
  (222) 

を用いると、式(221)は、 

図 17：線形な空間電荷力によるラスレット

チューンシフト（上図）。非線形力が加わる

と、チューンシフトは、ベータトロン振幅の

関数となり、各粒子のチューンは、ベアチュ

ーンの下方に広がりを持つ（下図）。 



.const

rdrd)a/]ryx[(f 2222

aryx 2222

=

θ++∫ <++   (223) 

となる。更に、以下の変数 
2rq =   (224) 

を導入すると、 
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となり、位相空間での分布関数は、以下のように、

δ関数で与えられる。 
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又、上式は、Action-Angle 変数へ変換すると、 
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と表わされる。此処では、 
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という関係を使った。実空間での一様分布は、

Action-Angle 空間では、以下の直線 

2
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ε
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に沿った一様分布となる。この分布は、 初に提

案した人の名を取って、K-V 分布と呼ばれる。 
以上の議論では、半径 a の円柱一様ビームを仮

定したが、より一般化されたビームの断面が楕円 
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である場合の式を 後に纏めておく。楕円ビーム

の作る空間電荷力は、 
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と与えられ、式(215)より、Hill の方程式は、 
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となり、上式を与えるハミルトニアンは、 
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となる。又、Action-Angle 空間での分布関数は、 
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と表わされる。ビーム断面が楕円の場合は、x 方

向と y 方向で異なる空間電荷力を与えるが、それ

らは、ビーム断面が円の場合と同様に、線形力と

なる。 

4.1.2 ガウス分布の場合 

次に、ガウス分布の場合を考える。以下の電荷

密度分布 
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が作るローレンツ力は、 
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と与えられる。従って、式(215)の関係より、運動

方程式は、 
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となり、ハミルトニアンは、以下のように与えら

れる。 
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此処では、λ⇒λ/Bfと置き換えた。つまり、上式の

λは、リング一周に亘る平均の線密度を意味する。

次に、式(114)を用いて Action-Angle 変数へ正準

変換を行うと、新たなハミルトニアンは、 
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となる。ハミルトン方程式より、位相進みの変化

は、 
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となり、空間電荷力によるチューンシフトは、 
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で与えられる。 
以下で、Action の次数ごとにチューンシフトを

計算する。Action の一次の項については、 
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となり、σx=σy=σの場合は、 
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と表わせる。一方、2 次の項については、 
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                                     (245) 
と表わせる。式(242), (244)では、以下の近似を使

った。 
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粒子の分布が非一様になると、空間電荷力は、

非線形力を持つようになり、チューンシフトの量

は、ベータトロン振幅の関数となる。一般に、分

布の内側の粒子は、強い線形力を感じる為に大き

なチューンシフトを起こすが、外側に行くにつれ

て粒子の受ける力は弱まり、チューンシフトも減

少する。この様に、非一様分布になると、粒子集

団としてのビームは、粒子毎に個別のチューンを

持つようになり、チューンスペース上では、外部

収束磁場で定義されるベアチューンの下方に広

がりを持つようになる（図 17 の下図）。 

4.2 チューンシフトとラティス共鳴 

2 章で論じた外部収束磁場が励起する共鳴（ラ

ティス共鳴）から離れた場所に、ベアチューンを

設定しても、空間電荷効果によって各粒子のチュ

ーンは下方へ広がった領域を作るので、そのチュ

ーンスプレッドが共鳴線に掛った際に、粒子の運

動が不安定になる可能性がある。本節では、共鳴

源として、二極誤差磁場（整数共鳴）と四極誤差

磁場（半整数共鳴）を仮定し、チューンシフトし

た粒子が各共鳴から受ける影響を議論する。 

4.2.1 整数共鳴 

整数共鳴の共鳴源として二極誤差磁場を含み、

又、空間電荷力として線形な式(216)を考慮した場

合の運動方程式は、以下のようになる。 
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此処で、右辺の第一項が、線形な空間電荷力、第

二項が、二極誤差磁場で位置χに依存しない。空

間電荷力については、ビーム重心 χ からの距離の

関数として導入した。二極誤差磁場が存在する場

合には、閉軌道変形が生じ、ビームの重心と座標

の原点が一致しないので、空間電荷力を取り入れ

る際には、上記の取り扱いが必要となる。 
式(247)を全ビーム粒子で平均化（分布関数を掛

けて積分）すると、ビーム重心 χ についての運動

方程式が求まる。 
)(f)s(k θ=χ+χ ′′   (248) 

上式より、空間電荷力は、ビーム重心の運動（コ

ヒーレント運動）へは寄与しないという結果が導

かれる。次に、式(247)と(248)の差をとって、ビ

ーム重心を基点にした運動方程式を導く。 

)(
a
k))(s(k)( 2

sc χ−χ=χ−χ+′′χ−χ  (249) 

上式より得られる結論は、ビーム重心を基点にし

た各粒子の運動（インコヒーレント運動）には、

二極誤差磁場の影響が現れないということであ

る。つまり、空間電荷力によって下方へシフトし

たチューン（インコヒーレントチューン）が整数

に到達しても共鳴現象は発生しない。二極誤差磁

場による整数共鳴は、コヒーレント運動のチュー

ン（コヒーレントチューン）が整数になった時に

発生し、その場合は、2.7 節で議論した通り、閉

軌道の変形が発散する。 
此処迄は、空間電荷力として線形力を仮定した

が、上記の結論は、空間電荷力が非線形力の場合

にも当てはまる。i 番目と j 番目の粒子間に働く空

間電荷力を Fsc ijとすると、i 番目の粒子の運動方

程式は、 
)(fF)s(k

j
ijscii θ+=χ+χ′′ ∑   (250) 

となり、上式を i で平均化し、又、Fsc ij =−Fsc jiと

いうニュートンの第三法則を適用すれば、式(248)
と同じコヒーレント運動の方程式を得る。又、先



程と同様に、インコヒーレント運動の方程式は、

式(250)と(248)の差から、 

∑=χ−χ+′′χ−χ
j

ijscii F))(s(k)(   (251) 

となる。この様に、一般化された空間電荷力に対

しても、式(248), (249)と等価な運動方程式が導か

れる。 

4.2.2 半整数共鳴 

次に、共鳴源として、四極誤差磁場が存在する

と仮定する。先ずは、整数共鳴の場合と同様の考

察を行う。四極磁場誤差を含み、又、式(216)の線

形な空間電荷力を想定した場合の運動方程式は、 

χθ+χ−χ=χ+χ′′ )(f)(
a
k)s(k 2

sc   (252) 

となる。此処で、右辺の第二項が、四極誤差磁場

に由来する項で位置χに比例する。上式より、式

(248), (249)に相当する運動方程式が、以下のよう

に導かれる。 
,)(f)s(k χθ=χ+χ ′′            (253) 

))((f)(
a
k

))(s(k)(

2
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式(254)より、四極誤差磁場が、インコヒーレント

運動へも寄与することが分かる。つまり、インコ

ヒーレントチューンが、2.7 節で得られた半整数

共鳴条件を満たした場合に共鳴現象が出現し、ビ

ーム運動が不安定になるという結論が導かれる

が、この現象のより正確な理解を得るには、もう

少し注意深い解析が必要となる。今までは、ビー

ムサイズは与えられる量として空間電荷力を計

算し、それを運動方程式に取り込んできたが、ベ

ータ関数の変形を伴う半整数共鳴近傍では、ビー

ムサイズが劇的に変化する。空間電荷力は、ビー

ム強度の関数であると共に、ビーム分布にも依存

するので、その効果を取り込んだセルフコンシス

テントな解析が必須となる。 
以下では、式(24)で示されたエンベロープ（ビ

ームサイズ）方程式を用いた解析を説明する。先

ずは、空間電荷力を考慮した場合のエンベロープ

方程式を導く。式 (24)に対し、 χε を掛け、

χε=χ w~ へ変換すると、ビームサイズχ~ につい

ての方程式を得る。 
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上式に対し、式(216)の線形な空間電荷力を考慮す

ると、 
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となる。次に、k(s)の s 依存性を排除する為に、 
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へ変換する。 
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此処で、 )s(a χχβε= は、空間電荷の影響が無い

場合のビームサイズ、つまり、ηは、規格化され

たビームサイズであり、又、φ は、加速器を一周

すると 2πだけ進む位相関数である。又、此処では、

式(219)から導かれる以下の関係を使った。 

2

2

scsc a
Rk2 =νΔν   (259) 

此処で、ν はベアチューン、 scνΔ はラスレットチ

ューンシフトの絶対値を表わし、又、この式を得

る際、ベータ関数の平均値 ν=βχ /R を使ってそ

の s 依存性を置き換えた。 1/sc <<ννΔ を仮定す

ると、誤差磁場が無い場合の方程式(258)は、以下

の解を与える。 

ν
νΔ
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2

1 sc   (260) 

又、上式より、空間電荷力によるベータ関数の変

化量は、 

ν
νΔ

β=βΔ χχ
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となる。 
次に、式(258)へ四極誤差磁場を導入する。 
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此処で、方程式(262)の解を、 
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と置いて、解(260)からの微小変位δについての方

程式を作る。 
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上式より、半整数共鳴の起こる条件は、 
2

sc
2 n64 =νΔν−ν   (265) 

となり、もう少し見栄え良く書くと、 

sc4
3

2
n

νΔ=−ν   (266) 

と表わせる。上式は、空間電荷力によるチューン

シフトが、ベアチューンと半整数までの距離の

4/3 に達した時に半整数共鳴が出現することを示

す。又、ビームが共鳴条件を満たした際には、ビ

ームエンベロープ振動のチューン、つまり、コヒ

ーレント四極振動が整数値を取る。 

4.2.3 高次共鳴 

本節では、比較的容易に解析できる線形な空間

電荷力を仮定して、一次元の取り扱いで、整数・

半整数共鳴を議論した。この解析から、ビームが

共鳴条件を満たした場合は、共鳴の次数 m に対応

する 2m 極のコヒーレント振動のチューンが整数

に掛ることが分かった。整数共鳴の場合は、コヒ

ーレント二極振動、即ち、ビーム重心（1 次モー

メント： χ′χρ⋅χ>=χ< ∫ dd ,・・）振動のチュー

ンが整数となり、半整数共鳴の場合は、コヒーレ

ント四極振動、即ち、ビームエンベロープ（2 次

モーメント： χ′χρ⋅χ>=χ< ∫ dd22 ,・・）振動の

チューンが整数となる。此処で、ρは、粒子の分

布関数を示す。こうした関係は、三次共鳴など、

高次の共鳴へも一般化される。例を挙げると、

l=ν3 共鳴の場合には、コヒーレント六極振動、

つまり、3次モーメント（ χ′χρ⋅χ>=χ< ∫ dd33 ,・・）

振動のチューンが整数値を取ることになる。 
又、共鳴条件についても、以下のように一般化

される。 

scmkC
m
n

νΔ−ν=   (267) 

 m=1 2 3 4 5 

k=1 0     

  2  3/4    

3 9/8  7/8   

4  17/16  59/64  

5 65/64  133/128  121/128

 

 
 
表 1 に、論文[10]の中で、一次元の取り扱いによ

って導出された l=νm 共鳴の係数 Cmk を纏めて

おく。此処で、共鳴モードを示すマトリックス

(m,k) は 、 共 鳴 の driving term の 次 数

（ ϕβ mcosJ kk
）に対応する。 

4.3 空間電荷力が誘起する共鳴 

前節では、空間電荷効果によってチューンシフ

トした粒子がラティス共鳴から受ける影響を調

査した。即ち、共鳴源として、外部収束力を仮定

したが、本節では、空間電荷力それ自身が励起す

る共鳴に着目する。 
粒子分布として、ガウス分布を仮定した場合、

空間電荷力に由来する部分のハミルトニアンは、

式(238)の scHΔ で与えられるが、再度、以下に書

き下す。 
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一方、式(11), (17)より、ラティスの四極から八極

磁場成分迄をハミルトニアンで表わすと、 

表 1：共鳴モード(m,k)に対する係数 Cmk 
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となる。式(268), (269)の比較より、ガウス分布に

より作られる空間電荷力が、線形力である四極成

分に加え、非線形な八極成分を含むことが分か

る。又、式(268)を更に高次の項まで書き下すと、

全ての偶数成分（四極、八極、十二極・・）を含

むことが分かる。4.1 節では、空間電荷力の線形

力成分は、全ての粒子に対して、同じ量のチュー

ンシフトを与える原因、一方の高次成分は、チュ

ーンシフトの振幅依存性からチューンスプレッ

ドを作るソースとして取り扱ったが、当然なが

ら、空間電荷力の各成分は、ベータトロン共鳴源

としての側面も持つ。こうした共鳴は、全て構造

共鳴（ nP=l ）として出現するが、ラティスのベ

ータ関数やビーム分布に変調が生じた場合には、

ラティスの対称性Pとは異なったハーモニック成

分 lでも共鳴が励起されることになる。こうした

状況になると、空間電荷力により励起された共鳴

に、チューンシフトしたビーム粒子が引っかかる

といた現象が現れる。こうした空間電荷力が励起

する共鳴は、大強度加速器で顕在化し、到達可能

なビーム強度に対して、究極的な制限を与えるこ

とになるが、特に、 低次の非線形力である八極

成分の影響が大強度加速器では顕著となる。 
以下で、その八極成分が誘起する四次共鳴の

driving termを導いておく。導出の際の手続きは、

2.10 節でのそれと同様である。先ず、ハミルトニ

アン(268)を、母関数(112)と(116)を用いて、正準

変換を 2 回行う。新たなハミルトニアンは、 
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となる。上式より、以下の共鳴が励起されること

が分かる。 

l

l
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l

l
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此処では、以下の項に着目する。 
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上式で励起される l=νx4 共鳴の driving term
は、角括弧の中をフーリエ展開することで、 
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と表わされる。 
こうした空間電荷力に由来する共鳴について

も、2.10 節で述べた手法で共鳴補正を行うことが

できる。今の場合には、八極電磁石を使用するこ



とになるが、この八極電磁石が励起する l=νx4
の driving term は、上記と同様の手法で導くこと

ができ、 
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と表わされる。つまり、式(274)で、式(273)の実

部と虚部を打ち消すように、八極電磁石を励磁す

れば良い。 

5 大強度ビームへの道 

J-PARC のような大強度加速器では、メンテナ

ンスの自由度を十分に確保する為に、機器の放射

化を 小限に抑え込む必要があり、ビーム強度の

増強と共に生じるビーム損失の低減が 重要の

研究課題となる。 
本章では、J-PARC RCS を例に挙げて、今まで

に実際に行われてきたビーム損失の低減・ビーム

の大強度化への取り組みを概説し、その中で得ら

れたビーム試験結果や対応するシミュレーショ

ン結果を、上で議論したビーム力学の基礎知識を

使って解説する。 

5.1 RCS の概要とビーム物理学上の課題 

本題へ入る前に、先ず、RCS の概要とビーム強

度を上げて行く際に想定されるビーム物理学上

の課題について説明する。 
表 2 に RCS の設計パラメータを示す。RCS は、

ミュオン生成標的、及び、中性子生成標的へのビ

ーム供給と、MR の入射器という二つの役割を担

っている。RCS では、25 Hz という速い繰り返

しで陽子を 400 MeV から 3 GeV へと加速し、

終的には 1 MW という大出力でのビーム供給を

目指している。但し、現在の入射エネルギーは 181 
MeV であり、その低い入射エネルギーに対し、0.3 
MW の出力を実現することが、現段階での目標と

なっている。 
図 18 に示す様に、RCS は、周長 348.333 m の

三回対称のラティス構造を持つ。各周期は、二つ

の 3-DOFO アークモジュールと分散の無い

3-DOFO 直線モジュールから成立ち、各直線モジ

ュールに、入射機器・コリメータ、出射機器、及

び、加速空胴を配置している。此処で、DOFO は、

水平方向に発散(D)作用を持つ四極電磁石と水平

方向に収束(F)作用を持つ四極電磁石を組み合わ

せたラティスの基本セルを意味し、アークモジュ

ールでは、O の部分に偏向作用を担う二極電磁石

が入り、一方の直線モジュールでは、単なる自由

空間となる。但し、各アークモジュールには、

DOFO の O 部分に入るべき二極電磁石を抜いた

特別なセル構造（missing-bend cell）を作り、そ

の領域の x 方向に約 6 m の分散を発生させてい

る。こうした大きな分散を発生させることで、式

(180)で与えられるトランジションエネルギーを

9 GeV 領域へと押し上げ、加速中でのトランジシ

ョンエネルギー通過を回避している。又、その位

置に設置した六極電磁石を使ってクロマティシ

ティー補正を行っている。 
 
Circumference 348.333 m 
Super-period 3 
Injection energy 400 MeV 

(181 MeV at present)
Extraction energy 3 GeV 
Repetition 25 Hz 
Ramping pattern Sinusoidal 
Harmonic number 2 
Number of bunches 2 
Output beam power 1 MW 
Particles/pulse 8.3×1013 
Transition energy 9.2 GeV 
Momentum acceptance ±1% 
Transverse paint area 216π mm mrad 
Collimator aperture 324π mm mrad 
Ring aperture 486π mm mrad 
Bunching factor 
(at injection)  

0.4 

Laslett tune shift 
(at injection) 

−0.15 

 

 
 

表 2：RCS の設計パラメータ。 



既に述べたように、RCS のような MW 級の大

強度陽子加速器では、ビーム増強と共に生じるビ

ーム損失の低減が、ビーム物理学上の 重要の研

究課題となる。ビーム損失の原因は多様に存在す

るが、その中で、空間電荷力それ自身や、空間電

荷力と周期的な外部収束力とが絡み合って生じ

る様々な共鳴現象が、エミッタンスの増大やビー

ム損失の主原因の一つに挙げられる。 
RCS では、空間電荷効果を出来る限り緩和する

為に、横・縦両方向でペイント入射を行う。この

ペイント入射は、位相空間の広い範囲に出来る限

り一様に粒子を分布させて空間電荷密度を制御

する、つまり、式(220)の分母に現れるビームエミ

ッタンスとバンチングファクターを共に大きく

させることで、空間電荷効果を軽減させる手法で

あるが、後述する様に、その 適化はそう単純で

はない。 
又、RCS のような大強度加速器では、十分なフ

ィジカルアパーチャの確保が必要不可欠となる

が、一方で、大口径電磁石群によってもたらされ

る不利益も存在する。特に、RCS のようなコンパ

クトなマシンでは、どうしても電磁石の磁極長に

対する口径の比率が大きくなってしまう。こうし

た場合、電磁石の出入り口に有意なフリンジ磁場

が発生し、その磁場の非線形性（六極・八極磁場

成分等）の影響が無視できない。 
この様に、RCS は、空間電荷や磁場の非線形力

が強くビームに寄与する非線形なマシンとして

特徴づけられる。上で議論したように、非線形力

が寄与すると、三次・四次などの高次共鳴が励起

され、ビーム振動が非線形振動となる。つまり、

ビーム粒子の振動の安定領域が振幅に依存し、あ

る一定値を超えるとビーム振動が急に不安定な

るといった現象が顕在化する。上で述べたよう

に、RCS では、空間電荷効果を軽減する手段とし

て、ペイント入射を採用しているが、この手法で

は、原理的に大振幅を持つ粒子が増えるので、チ

ューンの選択が悪いと、そうした大振幅粒子の非

線形な振る舞いが問題となり、ペイント入射によ

ってビーム損失が逆に増加する可能性もある。ペ

イント入射の能力を 大限に引き出すには、強い

共鳴を避け、ビーム振動の安定領域を十分に確保

しておくことが大前提となるが、非線形な空間電

荷力で生じるチューンスプレッドの為に、その

図 18：RCS の機器配置図。



適化も単純ではない。こうした非線形な磁場や空

間電荷力が絡み合うマシンでは、現象の理解も複

雑になり、そのビーム調整には、研究的要素が多

分に含まれる。兎も角、その調整の第一歩は、空

間電荷力の寄与の少ない低電流ビームを用いて、

実験・計算の両面からビームの単粒子的振る舞い

をしっかりと押さえることであり、その後は、

徐々にビーム電流を上げて行き、各効果の電流依

存性を調べ、その都度、 適なパラメータを探索

するといった地道な調整が必要となる。 

5.2 低電流ビームを用いた各種調整・試験 

前節で述べた通り、空間電荷効果の寄与が少な

い低電流ビームの単粒子的振る舞いを通して、加

速器の基本性能をしっかりと把握することが大

強度ビーム実現への第一歩となる[12]。以上は、ベ

ータ関数、チューン、分散関数、クロマティシテ

ィーといった光学系パラメータの調整、又、共鳴

源となる電磁石系に内在する非線形磁場成分や

リングに亘って分布する各種誤差磁場など、磁場

の不完全性を同定して、そのビームへの影響を評

価することと等価な意味を持つ。本節では、先ず、

光学系パラメータの測定手法や調整結果を示し、

その後で、RCS での磁場の不完全性とそれらが励

起する共鳴について解説する。 

5.2.1 光学系パラメータの測定・調整 

RCS でのビーム調整は、主に、以下の二つの運

転モードから構成される。 
  ・181 MeV ストレージモード 
  ・3 GeV 加速モード 
181 MeV ストレージモードは、ビーム加速を行わ

ないストレージリングのような運転モードであ

る。RCS では、このストレージモードで、光学系

等の基本パラメータの調整を先行して行い、その

調整結果を使って、加速モードでの運転パラメー

タの初期値を構築するといった方針を採用して

いる為、ビーム試験期間の約半分は、ストレージ

モードでの調整試験に割り当てられている。本小

節では、ストレージモードで実施されている光学

系パラメータの測定手法やその調整について解

説する。 
先ずは、ベータ関数の測定について説明する。

RCS では、x 方向に収束作用を持つ各四極電磁石

の隣に、x 方向の閉軌道補正の為の二極電磁石が、

又、y 方向に収束作用を持つ各四極電磁石の隣に、

y 方向の閉軌道補正の為のねじれ二極電磁石が、

各 26 台配置されており、又、その各補正電磁石

のギャップ中に、ビーム位置検出器（BPM）が 

図 19：調整後のベータ関数（上図）と分散関

数（下図）の実測値。●が x 方向、○が y 方

向の実測結果であり、実線が設計値を示す。 



設置されている。その為、補正電磁石とその中の

BPM との位相差は 0 と見做すことができ、その

関係を使うと、式(79)より、以下の式が導かれる。 

χ
χχ θΔ

χΔ
×πν=β co)tan(2   (275) 

RCS では、上式を利用して、補正電磁石の蹴り角

に対する閉軌道の応答（ χθΔχΔ co ）とチューン

（ χν ）という二つの測定量から各 BPM 位置での

ベータ関数を導出している。チューンについて

は、BPM のターン毎の位置データの FFT スペク

トル上で、周回周波数のサイドバンドとして観測

される（詳細は、林氏のテキストを参照）。 
次は、分散関数である。分散関数 χD は、式(99)

より、 

( )0

co

p/p
D

Δ
χΔ

=χ   (276) 

であるので、運動量変化に対する閉軌道の応答

を、各 BPM 上で観測すれば、その傾きが分散関

数となる。運動量については、式(179)から得られ

る 

ss

1
p
p

ω
ωΔ

η
−=

Δ
  (277) 

という関係を利用して、加速高周波の周波数を使

って変化させる。 

チューン、ベータ関数、分散関数の一連の測定

を行い、設定値に対してずれが観測されれば、そ

の補正が次の課題になる。RCS では、SAD[13]ベ

ースで構築した RCS の計算モデルの四極電磁石

の磁場強度を変数にして、 小二乗法で一連の測

定結果を fit する。元々の四極電磁石の設定値と、

上述の fitting で得られた四極電磁石の磁場強度

の差分が補正量となる。その補正量は、±数%の

範囲内であり、電流-磁場の関係式の誤差に由来す

ると考えられる。RCS では、この手法で、効率的

な光学系パラメータの補正を実現させている。図

19 に、ベータ関数、分散関数の調整後の測定結果

を示す。 
光学系パラメータが決まった後は、クロマティ

シティーの測定・補正へ進むことになる。クロマ

ティシティーは、式(102)より 

( )0p/p
C

Δ
νΔ

= χ
χ   (278) 

となるので、上述の分散関数の測定と同様に、加

速空胴の周波数をノブにして、運動量変位に対す

るチューンの応答を観測すれば、その傾きがクロ

マティシティーとなる。本章の導入で述べたよう

に、RCS の主電磁石系には、有意な非線形磁場が

存在している。特に、二極電磁石の磁場に内在す

る六極磁場成分が有意であり（後述）、その成分

が、クロマティシティーへ寄与している為、そう

した磁場の非線形性を正しく取り込んだ計算モ

デルを構築しないと、実測と計算で良い一致を得

られない。後述するように、RCS の計算モデルに

は、実測磁場から評価した磁場の非線形性を取り

込んでいるので、実測（Cx/Cy =−10.3/−7.2）と計

算（−10.4/−6.8）が良く一致し、又、その計算モ

デルから得られたクロマティシティー補正に必

要な六極電磁石の励磁量で十分な補正を実現さ

せることができた。図 20 に、補正前後のクロマ

ティシティーの測定結果を示す。 

5.2.2 磁場の不完全性の同定 

RCS での主だった磁場の不完全性のソースは、

以下の通りである。 
(a) 主電磁石磁場の非線形性 

図 20：クロマティシティーの測定結果。 



(b) 電磁石の個体差 
(c) 電磁石の設置誤差 
(d) 出射ビームラインからの漏れ磁場 
(e) 入射バンプ電磁石のエッジ収束 

初の三つについては、磁場測定データや測量デ

ータから非線形磁場成分や誤差磁場が見積もら

れ、残りの二つについては、実際のビームを使っ

て、その磁場強度を定量評価した。本節では、そ

れらの評価手法とその結果を概説する。 
 

 

 

＜非線形磁場成分＞ 

電磁石系に内在する高次磁場成分については、

トンネルへの設置前に実施した一連の磁場測定

から得られた実測分布を用いて定量評価した。図

21 に、一例として二極電磁石の実測磁場分布を示

す。上図は、設計軌道 s に沿った By（x=y=0）の

分布であり、下図は、Byを設計軌道に沿って積分

した ∫ dsBy （y=0）の x 方向の分布を示す。式(18)

より、y=0、又、ねじれ磁場成分は無いと仮定し

て an=0 と置くと、By は、x の多項式となる。つ

まり、図 21 の下図の分布を、その多項式で fit す
れば、各項の係数から多極磁場成分を見積れる。 
一般に、電磁石の各磁場成分の強度は、設計軌

道に沿って磁場の存在領域（−L～L）を積分した

以下の形式で表わされる。 

ds
x
B
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L n
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⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂

∂

ρ
=   (279) 

此処で、Knは、2(n+1)極磁場成分の強度を示す。

RCS で も強い非線形磁場のソースは、当然なが

ら、クロマティシティー補正用の六極電磁石

（|K2|~0.4 m−2）であるが、二極電磁石の磁場に

内在する六極磁場成分も、六極電磁石の 1/4 程度

の強度を持つ。 
 

 

 

＜電磁石の個体差＞ 

RCS の主電磁石系は、24 台（1 ファミリー）の

二極電磁石と 60 台（7 ファミリー）の四極電磁石

から構成される。ファミリーごとに同一の電磁石

となるが、それらは、製作誤差に起因した個体差、

即ち、磁場強度のばらつきを持つ。磁場測定より、

二極電磁石の個体差は±8×10−4、四極電磁石のそ

れは、ファミリー毎に異なるが、±5×10−4～±1
×10−3であった。二極電磁石の個体差は、閉軌道

図 22：二極電磁石の shuffling 前後での閉軌

道変形（上図）と四極電磁石の shuffling 前

後でのベータ関数変調（下図）の計算結果。

図 21：二極電磁石の磁場測定結果。上図が設

計軌道 s に沿った By（x=y=0）分布、下図が

Byを設計軌道に沿って積分した ByL= ∫ dsBy

（y=0）の x 方向の分布。 



変形を引き起こし、四極電磁石の個体差は、ベー

タ関数の変調の原因となる。 
閉軌道変形の式(78)から明らかなように、各二

極電磁石の設置場所での位相進みと磁場のばら

つきの組み合わせを上手く選ぶことで、個体差の

影響を打ち消すことができる。RCS では、24 箇

所の二極電磁石設置場所を、位相差がπとなるよ

うな組み合わせに分けることができ、その各組に

同程度の誤差を持つ二極電磁石を割り振り、個体

差による閉軌道変形を 小化した（図 22の上図）。

四極電磁石についても、式(92)に従って同様の

shuffling を行い、ベータ関数の変調を 小化した

（図 22 の下図）。 

＜電磁石の設置誤差＞ 

電磁石の設置誤差も、誤差磁場の原因となる。

電磁石設置後に行ったアライメント作業により、

主電磁石系の x 方向、y 方向の位置誤差は、±0.1 
mm 以下、又、s 軸回りの回転誤差は、±0.1 mm 
rad 以下へ抑え込まれた。これら設置誤差が作る

閉軌道変形は、±1.2 mm、ベータ関数変調は、±

0.7%と見積もられた。一方、線形結合の発生源と

なる四極電磁石の回転から生じるねじれ成分の

影響は、次節で述べるとおり、この程度の回転誤

差であれば、ビームへの影響は少ない。 

＜出射ビームラインからの漏れ磁場＞ 

RCS の初期調整において、RCS 直下の出射ビ

ームラインに設置された DC 電磁石（出射セプタ

ム電磁石やその直後の二極電磁石等）の磁場がリ

ングへ漏れ込み、その漏れ磁場が、閉軌道の変形

や、半整数や線形結合和共鳴の強い発生源になっ

ていることが発見された。この実験結果は、漏れ

磁場中には、少なくとも、二極磁場成分に加え、

有意な四極磁場成分とそのねじれ成分が存在し

ていることを示唆する。 
図 23 に示されるように、この漏れ磁場は、x

方向に±10 mm、y 方向に±2 mm の閉軌道変形

を作る。この実測結果を、計算モデルで fit した

結果、漏れ磁場中の二極磁場成分の強度は、

K0=−0.00114 rad、又、そのねじれ成分は、skew 
K0=−0.00012 rad と見積もられた。 

次は、漏れ磁場中の四極磁場成分である。四極

磁場は、光学系パラメータ、つまり、チューン、

ベータ関数、分散関数を変位させるので、出射ラ

インの電磁石群をオン・オフして、その変位量を

実測することで、その磁場強度を見積もれる。結

果は、K1=0.0048 m−1で、四極電磁石の 1%程度の

強度であった。 
一方、そのねじれ成分については、xy 結合の観

測からその強度を見積もることができる。式(18), 
(80)より、ねじれ四極磁場を含む運動方程式は、 
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となり、上式右辺により、x 方向と y 方向の運動

が結合することが分かる。x 方向の閉軌道がΔxco

だけ変位した場合は、y 方向には、Sk1Δxcoのねじ

れ二極キックが働き、y 方向の閉軌道にも変位が

生じることになる。式(79)より、その y 方向に生

じる閉軌道変形は、 

図 23：出射ビームラインからの漏れ磁場が

作る閉軌道変形。●が実測値、□が計算値。
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と表わせる。漏れ磁場中のねじれ四極磁場成分

は、上式の関係を利用して見積もられた。図 24
に x 方向の閉軌道を変化させた時に生じる y 方向

の閉軌道変位の実測結果を示す。この測定値を、

計算モデルで fit した結果、ねじれ四極磁場の強

度は、skew K1=−0.00112 m−1と見積もられた。 
 

 

 

＜入射バンプ電磁石のエッジ収束力＞ 

RCS では、マルチターン入射方式を採用してお

り、0.5 ms の入射時間でビームを積み上げて行

く。そのビーム入射の際に、四台のパルス二極電

磁石を使ってローカルバンプ軌道を形成するが、

その間、ビームは、それらパルス電磁石の端面（図

25 の点線で囲まれた端面）に対し傾いた軌道を作

る。その際、2.4 節で議論したように、ビームは、

それら端面領域で四極電磁石と等価なエッジ収

束力を感じることになる。このエッジ収束力の効

果は、何れも、x 方向が発散、y 方向が収束とな

るが、x 方向については、二極電磁石が作る収束

作用と相殺される。即ち、y 方向に残ったエッジ

収束力が、局所的な誤差磁場として y 方向のビー

ム運動に影響を与える。 
図 26 に、ローカルバンプ軌道が立っている場

合と立っていない場合でのベータ関数の測定結

果を示す。図で示される通り、y 方向のベータ関

数で大きな変調が観測されている。又、この変調

に起因するチューン変位の測定結果は、(Δνx,Δνy) 
 =  (−0.002,0.013) であった。以上のローカルバン

プによって生じる光学系パラメータの変位量を、

計算モデルのエッジ収束の強度を変数にして fit
した結果、エッジ収束の強さは、端面あたり

K1=−0.0033 m−1と見積もられ、式(50), (59)を使っ

た計算結果と良く一致した。 
 

 

 

 

 

5.2.3 不完全磁場が励起する共鳴 

本小節では、上で示された磁場の非線形性や各

種誤差磁場を取り込んだ計算モデルを使って、そ

れらが励起する共鳴を調査する。 

図 26：入射バンプ軌道が立っている時のベ

ータ関数の実測値。●が x 方向、○が y 方

向の実測結果であり、点線が計算結果を示

す。実線は、入射バンプが立っていない時

の計算値を示す。 

図 25：ビーム入射の為のローカル

バンプ軌道。 

図 24：x 方向の閉軌道を変化させた時に生

じる y 方向の閉軌道変位。●が実測値、□が

計算値。 



図 27 に、単粒子トラッキングの結果を示す。

この図は、2.10.3 小節の図 13 と同様の計算結果

で、各チューンでの振動の安定領域の広さを色の

濃淡で示したものであり、線状の色の薄い部分が

共鳴線に相当する。図 27 の上段図は、5.2.2 小節

で示した(a)～(c)を考慮した場合の計算結果であ

る。この計算で、ν=6～7 領域で観測された共鳴は、 
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といった三次・四次の構造共鳴であり、リングに

沿ってシステマティックに分布するクロマティ

シティー補正用の六極磁場と二極電磁石の磁場

に内在する六極磁場成分が一次、又は、二次の効

果[14]で励起している共鳴群である。(b)と(c)に由

来するランダムな四極誤差磁場やそのねじれ成

分の影響は、半整数共鳴、線形結合共鳴、そして、

様々な高次の非構造共鳴を励起し得るが、それら

は有意な強度では観測されておらず、(b)と(c)のビ

ームへの影響は少ない。つまり、機器配置の際の

shuffling と高精度のアライメントにより(b)と(c)
の影響は上手く 小化されたと結論づけられる。 
図 27 の中段図は、(d)の漏れ磁場を更に取り込

んだ場合の結果である。この漏れ磁場は、以下の

非構造共鳴を付加的に励起する。 
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線形結合和共鳴は、漏れ磁場中のねじれ四極磁場

成分によって、又、半整数共鳴は、四極磁場成分

によって、それぞれ直接的に励起された共鳴であ

る。一方の三次共鳴のソースは、システマティッ

クに分布する六極磁場である。つまり、ラティス

の対称性が完全に保たれていれば、式(141)で与え

られる driving term の積分は 0 となり、こうした 

 

 

図 27：単粒子トラッキングで得られた各チ

ューンにおける振動の安定領域の広さ。上段

が 5.2.2 小節で示した(a)～(c)を含めた計算

結果、中段が(a)～(d)、下段が(a)～(e)を取り

込んだ場合の結果。 



非構造共鳴が励起されることはない。但し、現状

は、漏れ磁場中の四極誤差磁場によって、driving 
term 中のベータ関数や位相進みの対称性が歪め

られている為に、driving term の積分が 0 とはな

らずに値が残る。つまり、この三次共鳴は、四極

誤差磁場によって生じた加速器対称性の歪みを

通して励起された非構造共鳴である。 
図 27 の下段図は、更に、(e)を取り込んだ場合

の計算結果である。前節で議論した通り、入射バ

ンプ電磁石のエッジ収束力は、y 方向のベータ関

数変調、つまり、y 方向の加速器対称性を歪める

原因となり、 
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といった y 方向の運動と結びついた非構造共鳴が

励起、又は、エンハンスされる。 
以上の通り、誤差磁場の取り込み方によってチ

ューンスペースの状況は一変する。RCS では、ビ

ーム入射の為に、 初の1 ms（ビーム入射500 μs、
立下げ 500 μs）、入射バンプ軌道を立ち上げるの

で、図 27 の下段図は、その間のチューンスペー

スに相当し、又、図 27 の中段図が、入射バンプ

立下げ直後の状況に対応する。又、出射ラインか

らの漏れ磁場は、静磁場であるので、加速と共に

その影響は減衰してゆく為、図 27 の中段図の状

況は、ビーム加速に従って、図 27 の上段図の状

況へ移行する。 
こうした検討結果を基に、大強度ビーム加速に

適したチューンを探索した。ビーム振幅が際限な

く増大する和共鳴 13yx =ν+ν , 2722 yx =ν+ν

を完全に回避する。又、半整数 132 y,x =ν や全て

の高次のオーダーが共鳴条件を満たす整数ライ

ン 6y,x =ν からは、インコヒーレントチューンス

プレッドの幅を考慮して十分な距離を取る等の

制限のもと、幾つかの候補地を見出し、それらを

初期値にして、実際の大強度ビーム試験を行っ

た。現状は、主として、図 27 の下段の白丸領域

で、各種大強度試験を実施している。 
又、上記のような検討は、共鳴補正など、各種

補正機器の導入を議論する際の基礎データにも

なる。 

5.3 大強度ビーム試験 

前節で示した磁場の不完全性の定量評価やそ

れらが励起するラティス共鳴の調査等の基礎検

討を経て、2009 年 12 月より、本格的な大強度ビ

ーム試験を開始した。 
入射エネルギーが 181 MeV である間の我々の

当面の目標は、300 kW 出力を実現することであ

る。この運転と、我々の 終目標である 400 MeV
の入射エネルギーで 1 MW 出力という運転では、

入射エネルギー領域での（ビーム強度／β2γ3）値

がほぼ一致、つまり、両者の空間電荷効果は、ほ

ぼ等価な関係となる。RCS でのビーム損失の許容

範囲は、現状の 4 kW というコリメータの許容値

で決まる。その 4 kW を、1 MW 運転時のビーム

損失率に換算すると 3%（入射エネルギーで換算）

となる。つまり、現状の 300 kW 運転時のビーム

損失を、入射エネルギー領域のみで 3%以下に抑

え込むことが、その後の 1 MW 出力実現への大き

な試金石となる。 
本節では、300 kW 相当のビームを用いて精力

的に行ってきたペイント入射によるビーム損失

低減について、実験データと対応するシミュレー

ション結果を交えて解説する。 

5.3.1 ペイント入射の概要 

本題に入る前に、RCS で採用している横方向と

縦方向のペイント入射について概説しておく（詳

細は、原田氏と田村氏のテキストを参照）。 

＜横方向ペイント入射[15][16]＞ 

図 28 に、横方向ペイント入射の概念図を示す。

横方向ペイント入射では、入射期間中（0.5 ms）、
周回閉軌道と入射ビーム軌道の相対関係を、入射

点で時間的に変位させてビームを横方向位相空

間の広い範囲に分布させる。x 方向については、 



 

 

 

 
 
周回閉軌道の位置 x と角度 x’を時間的に制御し

て、周回ビームのビーム楕円の長軸上に沿って、

その中心から外側へとビームをペイントする。一

方、y 方向については、入射点での入射ビームの

角度 y’を時間的に変化させて、周回ビームの楕円

の y’軸上に沿ってビームをペイントする。y 方向

については、y’軸に沿って、ビーム楕円の中心か

ら外側、若しくは、外側から中心という二通りの

ペイントが可能である。ペイントエミッタンス

（ペイント範囲）を tpε とすると、x 方向ペイント

と前者の y 方向ペイントの組み合わせは、

0yx =ε−ε に沿った分布となり、 correlated 

paint と呼ばれ、一方、後者の y 方向ペイントを

組み合わせた場合は、 tpyx ε=ε+ε という関係と

なり、anti-correlated paint と呼ばれる。 

＜縦方向ペイント入射[17]＞ 

図 29 に、縦方向ペイントの概念図を示す。縦

方向ペイント入射では、入射期間中、加速空胴の

周波数にオフセットを加えることで、位相空間の

広い範囲にビーム粒子を分布させてゆく。この周

波数オフセットは、式(277)より明らかな通り、運

動量オフセットと等価である。その際、位相振動

ポテンシャルの形状を平坦化させるための二倍

高調波の重畳や、その二倍高調波成分の位相をス

イープさせて、入射期間中の位相振動ポテンシャ

ルの形状を動的に変化させる等の操作を組み合

わせて、より効果的な縦方向の電荷密度制御を実

現している。 

5.3.2 ペイント入射によるビーム損失低減[18] 

2009 年 12 月に、表 3 に示される様々なビーム

強 度 や ペ イ ン ト 入 射 の パ ラ メ ー タ

（data-(1)~(10)）を用いて、系統的な大強度ビー

ム試験を実施した。図 30 に、その際に測定され

たビーム損失量を示す。ペイント入射を行わない

センター入射（位相空間の中心にビームを詰め込

む）でのビーム損失（data-(1)~(5)）は、主に空間

電荷効果の も厳しい入射エネルギー領域で検

出され、その量は、ビーム強度（60～300 kW 相

当）に依存して 0.5～7%であった。300 kW 相当

のビームの場合、ビーム損失量は 7%に達したが、

data-(6)~(9)で示されるように、横方向のペイント

入射（ペイントエミッタンス：100π mm mrad／
correlated paint）によって 5%へ改善し、更に、

縦方向のペイント入射（二倍高調波の振幅：基本

波の 80%／2 倍高調波成分の位相スイープ：−80
～0 度／周波数オフセット：−0.2% in Δp/p）を組

み合わせることで、 終的に、1%以下のレベルに

図 29：縦方向ペイント入射の概念図。 

図 28：横方向ペイント入射の概念図。 



までビーム損失を低減させることに成功した。図

31 に、3 GeV 加速終了直後に出射ラインで測定し

た横方向の rms ビームサイズ、又、図 32 に、入

射エネルギー近傍（ 初の 2 ms）でのバンチング

ファクターの測定結果を示す。横方向の rms ビー

ムサイズは、ビーム強度に従って、又、横方向の

ペイント入射の導入によって広がるが、縦方向の

ペイント入射を導入すると一転して減少傾向を

示す。これは、縦方向のペイント入射によって、

バンチングファクターが改善されると共に、横方

向の空間電荷力が軽減された為と解釈される。 

5.3.3 シミュレーション[18] 

図 30~32 には、各実験条件に従って実施したシ

ミュレーションからの結果も合わせて載せてい

るが、それらは、概ね一連の実験結果を再現して

いる。此処で使用した simpsons（開発者：町田

慎二氏）と呼ばれるシミュレーションコードは、

particle-in-cell 法という空間電荷力の計算手法を

採用したビームトラッキングコードである[19]。こ

のシミュレーションには、前節で述べた磁場の不

完全性に加え、ビーム入射中に、入射ビームや周

回ビームが荷電変換フォイルをヒットした際に

起こる散乱現象も取り込まれた。以下に、シミュ

レーションに考慮された各種不完全性を、再度、

纏めておく。 
(A) 電磁石磁場の非線形性 
(B) 入射バンプ電磁石のエッジ収束 
(C) 電磁石の個体差、設置誤差 

表 3：大強度ビーム試験での入射ビーム条件・ペイント入射パラメータの一覧。 

図 30：表 3 の各条件でのビームサバイバル

率。実線と●が実測値、点線と○が計算値。



(D) 出射ビームラインからの漏れ磁場 
(E) フォイル散乱 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 
図 33 は、300 kW のビーム強度を想定したシミ

ュレーションで得られた入射終了直後のインコ

ヒーレントチューンシフトで、左図がセンター入

射（data-(5)）、右図がペイント入射（data-(9)）
の場合の計算結果である。ペイント入射によっ

て、チューンシフト量は、−0.6 から−0.4 程度へ軽

減されている。又、図 34 に、入射終了後から 500
ターン分の横方向位相空間分布から求めたビー

ムモーメントの FFT スペクトルを示す。上述の

通り、ビームが共鳴条件を満たした場合には、そ

の共鳴の次数に対応するビームモーメント振動

のチューンが整数値を取る。センター入射の場合

には、＜x2＞, ＜y2＞, ＜x3＞, ＜x4＞, ＜x2y2＞, 
＜y4＞の各ビームモーメントのスペクトルの整数

位置に有意なピークが出現しているが、ペイント

入射によって、そのピーク強度が十分に軽減され

ていることが分かる。つまり、センター入射の場

合には、そうしたビームモーメントの次数に対応

する共鳴、特に、空間電荷力が強い発生源になり

得る偶数次の共鳴（2νx,y=12, 4νx,y=24 等）がビー

ム損失へ大きく寄与し、又、そうした影響が、ペ

イント入射によって軽減されたことで、ビーム損

失の低減につながったと解釈される。 
 

 
 

 
 
図 35, 36 に、シミュレーションから得られた規

格化エミッタンスの時間依存性を示す。此処で

は、上記の各種不完全性のエミッタンス増大への 

図 34：表 3 の data-(5)と data-(9)でのシミ

ュレーション結果から求めたビームモーメ

ントの FFT スペクトル。 

図 33：表 3 の data-(5)と data-(9)でのインコ

ヒーレントチューンシフトの計算結果。 

図 32：表 3 の各条件でのバンチングファク

ター。実線が実測値、点線が計算値。 

図 31：表 3 の各条件での取り出しビームの

rms ビーム幅。●が実測値、○が計算値。



 
 

 

 
 

 

 
 
 
 

寄与をそれぞれ調査する為に、以下の系統だった

5 つ組み合わせで不完全性を取り込んだ計算結果

を併記している。 
(i) ⇒ (A)～(E) 
(ii) ⇒ (A)～(D) 
(iii) ⇒ (A)～(C) 
(iv) ⇒ (A)～(B) 
(v) ⇒ (A) 

又、そのエミッタンス増大の様子を詳細に観測す

る為に、この計算では、ビーム損失を定義するコ

リメータアパーチャを導入していない（図中の点

線がコリメータリミットに相当する）。図 35 のセ

ンター入射の場合（data-(5)）には、上記の共鳴

現象に由来すると予想されるビーム積上げ過程

から加速初期に亘る急激なエミッタンス増大、

又、その後に、漏れ磁場に起因する緩やかなエミ

ッタンス増大が観測されている。図 36 のペイン

ト入射導入時（data-(9)）の計算結果から明らか

なように、上記のエミッタンス増大は、ペイント

入射によって十分に軽減され、その際にコリメー

タリミットを越える粒子の殆どは、ビーム入射過

程でのフォイル散乱で発生する大角度イベント

に由来するものである。つまり、シミュレーショ

ンによる検討では、300 kW 運転時のビーム損失

量は、概ね 小化できたと結論づけられる。 

5.4 今後の計画と課題 

現状の RCS の供用運転時の出力ビームパワー

は、120 kW であるが、本年の夏季メンテナンス

期間に実施する幾つかのハードウェアの改善作

業（フォイル散乱を 小化する為の小さな荷電変

換フォイルの導入、クロマティシティー補正用六

極電磁石電源のパターン電源化、等々）を経て、

本年秋以降から徐々にビームパワーを増強して

ゆく予定である。又、来年の夏季メンテナンス期

間迄に、300 kW 出力での連続運転デモンストレ

ーションを実現させることが、我々の当面の目標

となっている。 
又、現状の入射エネルギーで、更なる大強度化

（～600 kW 相当）を目指したビーム試験も実施予

定である。その際も、ビーム増強と共に増加する

図 36：表 3 の data-(9)でのシミュレーシ

ョンから得られた規格化エミッタンスの

時間依存性。 

図 35：表 3 の data-(5)でのシミュレーシ

ョンから得られた規格化エミッタンスの

時間依存性。 



ビーム損失の低減が課題となるが、その鍵を握る

のが横方向のペイント入射である。現状は、300 
kW 相当のビームに対し、ペイントエミッタンス

100π mm mrad の横方向ペイント入射と縦方向

ペイント入射の組み合わせで、ビーム損失を 小

化させている。縦方向に関しては、設計通りのペ

イント入射が実現されているが、一方の横方向ペ

イント入射では、そのペイントエミッタンスは、

設計値（216π mm rad）の半分にも至っていない。

図 33 に、インコヒーレントチューンシフトの計

算結果を示したが、ペイント入射によって、その

チューンスプレッドが劇的に改善されていない

のは、この小さなペイントエミッタンスに由来す

る（設計通りのペイント入射を実施すれば、チュ

ーンシフトスプレッドは、−0.2 以下へ改善され

る）。図 30 の data-(10)が、300 kW 相当のビーム

に対して、設計通りの横方向ペイント入射を組み

合わせた時のビーム損失の実測値と計算値であ

るが、この場合は、10%程度の大きなビーム損失

が発生してしまう。図 37 に、その際のシミュレ

ーションから得られた規格化エミッタンスの時

間依存性を示す。此処では、図 35, 36 と同様に、

5 つの組み合わせで各種不完全性を取り込んだ場

合の計算結果を併記している。各結果の比較から

明らかなように、入射バンプ軌道を立てた際に生

じるエッジ収束と漏れ磁場が有意なエミッタン

ス増大を引き起こし、それがビーム損失の主原因

になっていることが分かる。つまり、そうした四

極誤差磁場によって加速器の対称性が歪められ、

その結果として励起される各種非構造共鳴によ

って、ビーム振動の安定領域が狭められているの

が、横方向ペイントエミッタンスのフレキシビリ

ティに強い制限が掛っている主原因と考えられ

る。今後、300 kW 相当以上のビーム強度を目指

す上で、横方向のペイントエミッタンスの拡幅

が、その際に生じるビーム損失低減のための重要

なノブになると予想される。上記の現象は、ベア

チューンの選択にも強く依存するので、実験と計

算の両面からチューンの 適化を図ることが第

一の課題であるが、それと共に、加速器の対称性

を補正する新たな補正系（四極電磁石系）の導入

を視野に入れた検討も進めている。 
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