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はじめにはじめに

この講義はこの講義は加速器科学の初心者を対象加速器科学の初心者を対象にビーム不安定性にビーム不安定性
を勉強する上で必須なウェイク場やインピーダンスについてを勉強する上で必須なウェイク場やインピーダンスについて
解説したものである。解説したものである。

３回の授業でウェイク場とインピーダンスの基礎の習得に必３回の授業でウェイク場とインピーダンスの基礎の習得に必
要な事柄とその導出方法をほぼ網羅する。要な事柄とその導出方法をほぼ網羅する。

この講義では、受講者がフォローできる様に理論の展開を出この講義では、受講者がフォローできる様に理論の展開を出
来るだけ丁寧に追うが来るだけ丁寧に追うが((結果だけを見せることは避ける）、結果だけを見せることは避ける）、

結果的に内容は膨大で、式もたくさん出てくるので注意。結果的に内容は膨大で、式もたくさん出てくるので注意。

漫然と聞いていると脱落するので、理解するよう努力する。漫然と聞いていると脱落するので、理解するよう努力する。

必ず毎日講義ノートで復習をして下さい。必ず毎日講義ノートで復習をして下さい。
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概要概要

空洞や円形導波管内での電磁場空洞や円形導波管内での電磁場

ウェイク場ウェイク場

インピーダンスインピーダンス

ロスファクターロスファクター
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円形導波管内での電磁波円形導波管内での電磁波

円形の形をした導波管や空洞を考える円形の形をした導波管や空洞を考える。。

円形導波管を伝播する電磁波円形導波管を伝播する電磁波：：
TMTM波（磁界は横波であり、進行方向成分をもたない波（磁界は横波であり、進行方向成分をもたない））

TETE波（電界は横波であり、進行方向成分をもたない）波（電界は横波であり、進行方向成分をもたない）

TETE波は、進行方向に傾きをもたないで直進するビームとは波は、進行方向に傾きをもたないで直進するビームとは

相互作用しまいので、円形加速器のビーム不安定性理論で相互作用しまいので、円形加速器のビーム不安定性理論で
はあまり取り扱わない。ここでははあまり取り扱わない。ここではTMTM波だけを考波だけを考える。える。

時間方向と時間方向と進行進行方向空間の一様性方向空間の一様性、円形導波管一周に渡る、円形導波管一周に渡る
周期性から、電磁場のｚ方向成分周期性から、電磁場のｚ方向成分 はは

m : m : モードモード
m=0: m=0: モノポールモノポール
m=1: m=1: ダイポールダイポール
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EErmrmの解の解

EErmrmに関する波動方程式に関する波動方程式

解はベッセル関数となる：解はベッセル関数となる：

円形導波管の半径を円形導波管の半径をaaとすると、導波管の内壁では電解のとすると、導波管の内壁では電解の

接線成分はゼロに接線成分はゼロになる：なる：

0)(
1

2

2
2

2

2

=−++ rmc
rmrm E

r

m
k

dr

dE

rdr

Ed
222

/

β

ω

−=

=

kk

ck

c

)()( rkJrE cmrm =

0)( =akJ cm

aa

JJ00((ρρ0101r/a)r/a)

a
k mn
c

ρ
=

mnρ :m:m のベッセル関数ののベッセル関数のnn番目のゼロ根番目のゼロ根

ρ01=2.40,
ρ11=3.83



2011/8/312011/8/31 OHO2011, Chin&ShobudaOHO2011, Chin&Shobuda 66

遮断周波数遮断周波数

位相定数位相定数ββ

遮断周波数（カットオフ周波数）遮断周波数（カットオフ周波数）

電磁界の周波数が電磁界の周波数がこの遮断周波数以下の時、この遮断周波数以下の時、電磁波は導波管を伝電磁波は導波管を伝
播しない。播しない。

言い換えれば、周波数が言い換えれば、周波数が遮断周波数遮断周波数以下の電磁波を円形導波管に以下の電磁波を円形導波管に
入射することは出来ない。入射することは出来ない。
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電磁界は導波管中を伝播せず、電磁界は導波管中を伝播せず、
ｚの方向に指数関数的に減衰ｚの方向に指数関数的に減衰するする。。
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TMTMmnmnモードモード

導波管内の電磁波は、進行方向成分の有無と導波管内の電磁波は、進行方向成分の有無とθθ 方向の依存方向の依存
性を表すモード番号性を表すモード番号mm、径方向の依存性を表すモード番号、径方向の依存性を表すモード番号nn
によって分類することができる。によって分類することができる。

TMTM波はモード番号波はモード番号mmととnnによってによってTMTMmnmnモードと書く。モードと書く。

TMTM0101モード（モノポール）モード（モノポール） TMTM1111モード（ダイポール）モード（ダイポール）
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円形空洞内の電磁場円形空洞内の電磁場

円形導波管の両端に板を置いて短絡円形導波管の両端に板を置いて短絡すると、短絡した面ですると、短絡した面で
境界条件から、進行方向に完全な定在波ができる。境界条件から、進行方向に完全な定在波ができる。

空洞での管内波長の空洞での管内波長の1/21/2の整数倍が空洞の長さの整数倍が空洞の長さ LL と等しい。と等しい。
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空洞の並列共振回路モデル空洞の並列共振回路モデル

空洞共振器や加速器に於けるその他の多くのインピーダン空洞共振器や加速器に於けるその他の多くのインピーダン
ス源は並列共振回路でモデル化されることが多いス源は並列共振回路でモデル化されることが多い。。

並列共振回路では回路に流れる全電流は並列共振回路では回路に流れる全電流はLGCLGCそれぞれの回路要素それぞれの回路要素

を流れる電流の和に等しいを流れる電流の和に等しい：：
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アドミッタンスとインピーダンスアドミッタンスとインピーダンス

電流と電圧が、電流と電圧が、それぞれそれぞれ 、、 とと振振
動していると仮定す動していると仮定すると、ると、

ここでここで
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空洞のインピーダンス空洞のインピーダンス

空洞の特性を表す３つのパラメーターで表現空洞の特性を表す３つのパラメーターで表現するする ：：
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空洞内の物理現象との対応空洞内の物理現象との対応

ビーム電流ビーム電流 を持ったビームが空洞を通過すると、を持ったビームが空洞を通過すると、

電磁誘導によって空洞内の磁場の変化を妨げる向き、つまりビーム電磁誘導によって空洞内の磁場の変化を妨げる向き、つまりビーム
の進行方向と逆向きに誘導起電力が生じ、空洞のインダクタンスにの進行方向と逆向きに誘導起電力が生じ、空洞のインダクタンスに
比例する鏡像電流比例する鏡像電流 が空洞の表面に流れる。が空洞の表面に流れる。

空洞の材質に抵抗があると、更に起電力が生じ、空洞の材質に抵抗があると、更に起電力が生じ、 の電流がビームの電流がビーム

電流の向きと逆向き流れる。電流の向きと逆向き流れる。

空洞のギャップ間には電荷がたまるため、変位電流空洞のギャップ間には電荷がたまるため、変位電流 が流れる。が流れる。
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起電力での表示起電力での表示

回路に誘導される起電力回路に誘導される起電力VVの式として書き換えるとの式として書き換えると

この式は以前定義したアドミッタンスで記述できる：この式は以前定義したアドミッタンスで記述できる：
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ウェイク場ウェイク場

完全導体で出来た真っ直ぐなパイプの中心を光速で直進す完全導体で出来た真っ直ぐなパイプの中心を光速で直進す
る粒子を考えるる粒子を考える。。

パイプの外側で電磁場がゼロになる様にパイプの内側の表面上に鏡パイプの外側で電磁場がゼロになる様にパイプの内側の表面上に鏡
像電流が誘起され、粒子との間に電磁場の雲ができる像電流が誘起され、粒子との間に電磁場の雲ができる 。。

パイプの先で口径が急に広がっているとパイプの先で口径が急に広がっているとする。する。

粒子はそのまま直進するが鏡像電流はパイプに沿ってその軌道が粒子はそのまま直進するが鏡像電流はパイプに沿ってその軌道が
曲げられる。その時、鏡像電流はシンクロトロン放射を出す曲げられる。その時、鏡像電流はシンクロトロン放射を出す。。

ウェイク場ウェイク場＝＝鏡像電流鏡像電流からのからのシンクロトロン放射シンクロトロン放射
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ウェイク場ウェイク場の正体の正体

パイプの材質が伝導率有限の物質になっていたとパイプの材質が伝導率有限の物質になっていたとするする。。

鏡像電流は急に減速され、前方に制動輻射を出す。鏡像電流は急に減速され、前方に制動輻射を出す。

ウェイク場＝ウェイク場＝鏡像電流鏡像電流からの制動輻射からの制動輻射

つまり、ウェイク場とはつまり、ウェイク場とは鏡像電流鏡像電流に加速（横方向及び縦方向）に加速（横方向及び縦方向）
が加わった時にが加わった時に鏡像電流鏡像電流が出す輻射である。が出す輻射である。

問題：どちらの構造体が作るウェイク場が小さいか？問題：どちらの構造体が作るウェイク場が小さいか？

AA BB
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ウェイク場計算ウェイク場計算

ウェイク場は境界条件付きでマックスウェル方程式を解くことウェイク場は境界条件付きでマックスウェル方程式を解くこと
によって求められる。によって求められる。

しかしこれは大変な作業であり、ビーム不安定性とインピーしかしこれは大変な作業であり、ビーム不安定性とインピー
ダンスの問題を検討するときに最も多くの時間はここに費やダンスの問題を検討するときに最も多くの時間はここに費や
される。される。

解析的に計算できる場合は極めて限られていて、円形のパ解析的に計算できる場合は極めて限られていて、円形のパ
イプが小さく波打っている場合や、真っ直ぐなパイプが非完イプが小さく波打っている場合や、真っ直ぐなパイプが非完
全導体でできている場合などだけである。全導体でできている場合などだけである。

殆どの場合、殆どの場合、ABCIABCI ややMAFIAMAFIA などの計算機コードを使ってなどの計算機コードを使って

計算する。計算する。
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粒子の運動量変化粒子の運動量変化

粒子の作るウェイク場が計算できた粒子の作るウェイク場が計算できたとして、として、そのウェイク場がそのウェイク場が
粒子の運動にどう影響を与えるかを粒子の運動にどう影響を与えるかを、、後でビーム不安定性後でビーム不安定性
の解析をする際に便利な様にうまくパラメーター化の解析をする際に便利な様にうまくパラメーター化する。する。

粒子がウェイク場の雲の中を通過する間に起きる軌道変化粒子がウェイク場の雲の中を通過する間に起きる軌道変化
が十分に小さが十分に小さいとしていとして、ウェイク場による粒子の運動量変化、ウェイク場による粒子の運動量変化
の総量をの総量を求める求める。。
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リング状のリング状の誘導ビーム誘導ビーム

ウェイク場は軸対象構造体の中で出来るとする。ウェイク場は軸対象構造体の中で出来るとする。

対称性から電磁場は軸の周りの角度対称性から電磁場は軸の周りの角度θθに関してに関して, , coscos mmθθのの形に形に

フーリエ展開できる。フーリエ展開できる。

次数の低い順に次数の低い順に

モノポールモノポール (m=0)(m=0)
ダイポールダイポール (m=1)(m=1)

ウェイク場を誘起する誘導ビームウェイク場を誘起する誘導ビームが次数が次数mmの電磁場だけをの電磁場だけを
誘起するように、誘導ビームとして誘起するように、誘導ビームとしてcoscos mmθθの電荷分布をの電荷分布を
もったリングもったリング((半径半径rr00))を考えるを考える::
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試験粒子試験粒子

ウェイク場から力をウェイク場から力を受ける受ける別の粒子（試験粒子）を考える別の粒子（試験粒子）を考える。。

試験粒子は誘導ビームの後方を相対距離試験粒子は誘導ビームの後方を相対距離ssを保ちながら、誘導ビーを保ちながら、誘導ビー

ムと一緒に軸と平行にムと一緒に軸と平行に光速光速で動く。で動く。

試験粒子が時間試験粒子が時間ttの時、軸方向の位置の時、軸方向の位置zzで受ける縦方向、横方向（径で受ける縦方向、横方向（径
方向）のローレンツ力方向）のローレンツ力はは
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ウェイクポテンシャルウェイクポテンシャル

試験粒子がウェイク場の雲を通過中に受ける運動量変化の試験粒子がウェイク場の雲を通過中に受ける運動量変化の
総量総量 ::
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ウェイクポテンシャルウェイクポテンシャル：：
構造体の形状によって構造体の形状によって
一意的に決まる一意的に決まる
ssだけのだけの関数関数
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運動量変化運動量変化の性質の性質

モノポール場（モノポール場（m=0m=0））

対称性から横方向のウェイクポテンシャルは対称性から横方向のウェイクポテンシャルはない。ない。

試験粒子の運動量変化は誘導ビームと試験粒子の相対距離試験粒子の運動量変化は誘導ビームと試験粒子の相対距離ssだけだけ
の関数の関数。。

誘導ビームのリングの半径にも、また試験粒子の横方向位置に誘導ビームのリングの半径にも、また試験粒子の横方向位置に
もよらない。もよらない。

ダイポール場ダイポール場 （（m=1)m=1)の横方向の横方向

試験粒子の運動量変化の大きさは誘導ビームの半径（誘導ビームの試験粒子の運動量変化の大きさは誘導ビームの半径（誘導ビームの
オフセット）に比例する。オフセット）に比例する。

試験粒子の横方向位置によらない。試験粒子の横方向位置によらない。

その向きはその向きは が正（負）ならば、誘導ビームのオフセットの向きが正（負）ならば、誘導ビームのオフセットの向き

（逆向き）と同じである。（逆向き）と同じである。

)(sWTm
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PanofskyPanofsky--Wenzel theoremWenzel theorem

縦方向と横方向のウェイクポテンシャルの間には縦方向と横方向のウェイクポテンシャルの間にはPanofskyPanofsky--
Wenzel theoremWenzel theoremと呼ばれる関係があると呼ばれる関係がある::

この関係はこのままでは殆ど役にたたない。この関係はこのままでは殆ど役にたたない。

なぜなら次数なぜなら次数mmのの を計算できるほどに電磁場解が解かっていを計算できるほどに電磁場解が解かってい
るならば、同じ次数のるならば、同じ次数の も直接、定義に従って計算できるはずも直接、定義に従って計算できるはず。。

この関係はむしろモノポール場のこの関係はむしろモノポール場の からダイポール場からダイポール場
のの を近似的に求めるときに用いられるを近似的に求めるときに用いられる::

)()(
0

sdsWsW
s

LmTm ∫=

)(0 sWL

)(1 sWT

)(
2

)(
0

021 sdsW
b

sW
s

LT ∫≈ b : : ビームパイプの内径ビームパイプの内径

)(sWLm

)(sWTm
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ウェイクポテンシャルの振る舞いウェイクポテンシャルの振る舞い

誘導ビームは光速で走っていると仮定するとウェイクポテン誘導ビームは光速で走っていると仮定するとウェイクポテン
シャルシャルは誘導ビームの前方でゼロ：は誘導ビームの前方でゼロ：

PanofskyPanofsky--WeWennzel theoremzel theoremから横方向から横方向ウェイクポテンシャウェイクポテンシャ

ルルは原点でゼロ：は原点でゼロ：

縦方向縦方向ウェイクポテンシャルウェイクポテンシャルは原点で誘導ビームすぐ後方のは原点で誘導ビームすぐ後方の
粒子の半分の値を持つ：粒子の半分の値を持つ：

0)()( == sWsW TmLm )0( <s

0)0( =TmW

2/)()0( 00 εLL WW =

WWL0L0(s)(s)

ss
““Fundamental theorem of beam loadingFundamental theorem of beam loading”” εε
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典型的な典型的なウェイクポテンシャルウェイクポテンシャル

誘導ビームも試験粒子も光速で移動していると誘導ビームも試験粒子も光速で移動しているとするする仮定仮定は、陽子ビームは、陽子ビーム
の場合、の場合、多少の不整合多少の不整合を生むがを生むが、理論全体をすっきりさせるために必要、理論全体をすっきりさせるために必要
な仮定（近似）である。な仮定（近似）である。

WWTmTm(s(s))

ssss

WWLmLm(s(s))

CosineCosine--likelike SineSine--likelike
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インピーダンスインピーダンス

ウェイクポテンシャルは、ビームの振る舞いを時間領域で調ウェイクポテンシャルは、ビームの振る舞いを時間領域で調
べるのに都合が良く、トラッキング等を行う時に便利である。べるのに都合が良く、トラッキング等を行う時に便利である。

しかしビームの振る舞いを解析的に調べようとすると、周波しかしビームの振る舞いを解析的に調べようとすると、周波
数領域で議論した方が簡単で都合が良いことが多い。数領域で議論した方が簡単で都合が良いことが多い。

そこでインピーダンスという量を、そこでインピーダンスという量を、以前に以前に学習した電気回路学習した電気回路
ややRFRFでの定義に沿うように定義しよう。での定義に沿うように定義しよう。

説明の簡略化のためにモノポール場での縦方向インピーダ説明の簡略化のためにモノポール場での縦方向インピーダ
ンスとダイポール場での横方向インピーダンスの場合に議論ンスとダイポール場での横方向インピーダンスの場合に議論
を限る。を限る。 実用上、これで十分である。実用上、これで十分である。
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電流と電圧電流と電圧

縦方向の電流分布縦方向の電流分布 を持った誘導ビームを考える。を持った誘導ビームを考える。

ビームの横方向分布は任意でよいが、ビーム重心はチェンビームの横方向分布は任意でよいが、ビーム重心はチェン
バーの軸からバーの軸からrr00のオフセットを持つとする。のオフセットを持つとする。

電流のフーリエ変換電流のフーリエ変換::

このビームの先端から距離このビームの先端から距離 s s だけ遅れて走る試験粒子がだけ遅れて走る試験粒子が

ウェイク場から受けるウェイク場から受ける電圧：電圧：

)(τI

∫
∞

∞−

= )exp()(
2

1
)( ωτττ

π
ω iIdI

)
)(

,()(
c

sz
tzdzEsV Z

+
== ∫

∞

∞−

rr00

I(I(ττ))

ss
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インピーダンスの定義インピーダンスの定義

電圧電圧ののフーリエ変換フーリエ変換：：

縦方向インピーダンス縦方向インピーダンスのの定義定義 : : 

インピーダンスの前に負の符号をつけたのは電圧インピーダンスの前に負の符号をつけたのは電圧VVを直接作っていを直接作ってい
るのは鏡像電流であり、それはるのは鏡像電流であり、それは--IIで与えられるからで与えられるから

ダイポール場での横方向インピーダンスダイポール場での横方向インピーダンスのの定義定義：：

= 横方向ダイポール電流のフーリエ変換

)exp()(
2

1
)( ∫

∞

∞−

=
c

s
isV

c

ds
V ω

π
ω

)()()( ωωω IZV L−=

)()()( 0 ωωω IriZV TT ⋅=

)(0 ωIr



2011/8/312011/8/31 OHO2011, Chin&ShobudaOHO2011, Chin&Shobuda 2828

リング状のビームの場合リング状のビームの場合

特別な場合として、特別な場合として、光速で移動する電荷光速で移動する電荷qq、半径、半径rr00のリングのリング
状誘導ビーム状誘導ビームを考える：を考える：

このビームより距離このビームより距離 s s だけ遅れて走る試験粒子がウェイク場だけ遅れて走る試験粒子がウェイク場

から受けるから受ける電圧電圧

= = ウェイクポテンシャルウェイクポテンシャル

rr
ee

ss

bb
qq

rr00

)()( τδτ qI =

)(

)
)(

,()(

0 sqW

c

sz
tzdzEsV

L

Z

−=

+
== ∫

∞

∞−
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インピーダンスとウェイクポテンシャルインピーダンスとウェイクポテンシャル

縦方向縦方向電流電流分布分布のフーリエ変換のフーリエ変換

試験粒子の受ける試験粒子の受ける電圧電圧ののフーリエ変換フーリエ変換

縦方向インピーダンスは縦方向ウェイクポテンシャルのフー縦方向インピーダンスは縦方向ウェイクポテンシャルのフー
リエ変換リエ変換

π
ωτττ

π
ω

2
)exp()(

2

1
)(

q
iIdI == ∫

∞

∞−

)exp()(
2

)exp()(
2

1
)(

0∫

∫
∞

∞−

∞

∞−

−=

=

c

s
isW

c

dsq

c

s
isV

c

ds
V

L ω
π

ω
π

ω

)exp()()( 0∫
∞
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=
c

s
isW

c
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Z LL ωω

)()()( ωωω IZV L−=
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横方向インピーダンス横方向インピーダンス

横方向インピーダンス横方向インピーダンスもも横方向ウェイクポテンシャル横方向ウェイクポテンシャルのフーリのフーリ
エ変換である：エ変換である：

ここで注意する必要があるのは、ここで注意する必要があるのは、これらの関係はインピーダンスの定これらの関係はインピーダンスの定
義ではなく、義ではなく、インピーダンスとウェイクポテンシャルの間の関係を示しインピーダンスとウェイクポテンシャルの間の関係を示し
ているにすぎないているにすぎないことこと。。

つまり、インピーダンスはウェイクポテンシャルを知らなくてもその定つまり、インピーダンスはウェイクポテンシャルを知らなくてもその定
義から独立に計算できる。義から独立に計算できる。

むしろインピーダンスを求めて、それからウェイクポテンシャルを計算むしろインピーダンスを求めて、それからウェイクポテンシャルを計算
することはよくあるすることはよくある。。

)exp()(
1

)( 1∫
∞

∞−

=
c

s
isW

c

ds

i
Z TT ωω
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インピーダンスの性質インピーダンスの性質

ウェイクポテンシャルが実数であるためウェイクポテンシャルが実数であるため

PanofskyPanofsky--Wenzel theoremWenzel theorem：：

m=0m=0の縦方向の縦方向インピーダンスインピーダンスととm=1m=1の横方向の横方向インピーダンスインピーダンス
を関係づける便利な近似式を関係づける便利な近似式：：

)()( * ωω LL ZZ =−

)()( * ωω TT ZZ −=−

)()( ω
ω

ω LmTm Z
c

Z =

ω
L

T

Z

b

c
Z

2

2
≅

RealReal

ImaginaryImaginary

ZZLL((ωω)/)/ωω, Z, ZTT((ωω))

ωω
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インピーダンスの種類インピーダンスの種類

典型的な縦方向インピーダンス典型的な縦方向インピーダンス ::

加速空洞のインピーダンス加速空洞のインピーダンス

ω
ωω c

WL

R
RRLiZ +++−= Ω

インダクタンスインダクタンス

ResistiveResistive--wallwallインピーダンスインピーダンス

純粋な抵抗純粋な抵抗 加速空洞インピーダンス加速空洞インピーダンス
の高周波成分の高周波成分

)(1
)(

R

R

L
L

iQ

R
Z

ω
ω

ω
ω

ω
−+

=
)(1

)(

R

R

R
T
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iQ

R
Z

ω
ω

ω
ω
ω
ω

ω
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対応する対応するウェイクポテンシャルウェイクポテンシャル

インダクタンスインダクタンス: : 

純粋な抵抗純粋な抵抗

縦方向縦方向共振空洞インピーダンス共振空洞インピーダンス

)/()(0 cs
ds

d
LcsWL δ=

)/()(0 csRsWL δ=

⎪
⎪
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対応する対応するウェイクポテンシャルウェイクポテンシャル続き続き

横方向横方向共振空洞インピーダンス共振空洞インピーダンス

以上の様な形式的な説明では、インピーダンスの種類とその以上の様な形式的な説明では、インピーダンスの種類とその
名前はわかっても、実際にどういった構造体がどういうイン名前はわかっても、実際にどういった構造体がどういうイン
ピーダンスを作るかはよくわからない。ピーダンスを作るかはよくわからない。

そこでいくつかの重要なインピーダンスを簡単に求めてみる。そこでいくつかの重要なインピーダンスを簡単に求めてみる。
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⎧
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インダクタンスインダクタンス

小さな空洞のような構造体の中心軸上をビームが通過する小さな空洞のような構造体の中心軸上をビームが通過する。。

電電場はビームパイプの近傍では殆どゼロであるから、空洞場はビームパイプの近傍では殆どゼロであるから、空洞
の中では磁場だけを考えればよいの中では磁場だけを考えればよい

今知りたいのはギャップ間に立つ電場今知りたいのはギャップ間に立つ電場 EEssである。である。

EEWW=0=0

EEssbb

gg hh

BBθθ

I I ∝∝ exp(exp(--iiωωtt))
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インダクタンスの公式インダクタンスの公式

線線積分路にそっ積分路にそったた電場の積分電場の積分はは、空洞内の磁場の時間変化、空洞内の磁場の時間変化
の反対符号に等しい（ファラデーの法則）の反対符号に等しい（ファラデーの法則） ：：

左辺はギャップ間電圧そのもの左辺はギャップ間電圧そのもの

空洞内の磁場は空洞内の磁場は

SBlE d
t

d ⋅
∂
∂

−= ∫∫

∫=
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s dsEV

b

I
B

π
μ

ϑ 2
0= I

b

gh
id

t π
μω
2
0=⋅

∂
∂
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インピーダンスの定義よりインピーダンスの定義より

bc

ghZ
i

b
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iZL π

ω
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μ
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22
00 −=−=

Ω== 12000 μcZ

: : 真空のインピーダンス真空のインピーダンス
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円形加速器での公式円形加速器での公式

円形加速器では円形加速器では、、ビームは円形加速器の回転周波数の整ビームは円形加速器の回転周波数の整
数倍の周波数数倍の周波数（（ ））でしかインピーダンスを誘起しないでしかインピーダンスを誘起しない。。

インダクタンスのインピーダンスを整数インダクタンスのインピーダンスを整数 nnで割った公式が一で割った公式が一

般的に使われる：般的に使われる：

空洞空洞はコイルの役割をして、電磁誘導ではコイルの役割をして、電磁誘導で誘導起電力誘導起電力を生じるを生じる。。

バンチが長い陽子ビームでは殆どの構造体はこの様にインダクタンバンチが長い陽子ビームでは殆どの構造体はこの様にインダクタン
スに見える。スに見える。

0ωω n=

bR

ghZ
i

bc

ghZ
i

n

ZL

π
β

π
ω

2

2

0

0
0

−=

−=

RR：円形加速器の平均半径：円形加速器の平均半径
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ResistiveResistive--wall wall インピーダンスインピーダンス

次にこの空洞の中が次にこの空洞の中が電気伝導電気伝導率が大きいが有限である物質率が大きいが有限である物質
で満たされているとしようで満たされているとしよう。。

この場合、電磁場はスキンデプスこの場合、電磁場はスキンデプスδδss 以上にはこの物質の中に入って以上にはこの物質の中に入って
いかないいかない: : 

EEWW≠≠00

EEss Ibb

gg
hh→δ→δss

BBθθ

I I ∝∝ exp(exp(--iiωωtt))

0

2

ωμ
ρ

δ c
s = cc σρ /1= : : 体積抵抗率体積抵抗率
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電気伝導電気伝導率有限の物質率有限の物質の中の電磁場の中の電磁場

そこで、いっそ空洞の深さそこで、いっそ空洞の深さ h h をスキンデプスをスキンデプス δδs s にするにする。。

空洞の奥の内壁で空洞の奥の内壁でののEEWW≠≠00のの寄与寄与が新たに加わる。が新たに加わる。

EEWWはそこでの磁場と以下の関係がある（はそこでの磁場と以下の関係がある（LeontovichLeontovich条件条件):):
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縦方向の縦方向のresistiveresistive--wall wall 
インピーダンスインピーダンス
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ResistiveResistive--wall wall インピーダンスインピーダンスの公式の公式

インダクタンス同様、インダクタンス同様、回転周波数の整数倍の周波数回転周波数の整数倍の周波数
（（ ）での形に書き換えると、）での形に書き換えると、

横方向の横方向のResistiveResistive--wallwallインピーダンスインピーダンス

の周波数依存性のために、横方向のの周波数依存性のために、横方向のresistiveresistive--
wall wall インピーダンスは低周波で急激に増大する。そのため、インピーダンスは低周波で急激に増大する。そのため、
大電流陽子加速器では横方向の大電流陽子加速器では横方向のresistiveresistive--wall wall インピーダインピーダ
ンスが最も深刻な横方向インピーダンスになることが多い。ンスが最も深刻な横方向インピーダンスになることが多い。
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ResistiveResistive--wall wall インピーダンスのインピーダンスの実部実部

縦方向の縦方向のresistiveresistive--wall wall インピーダンス物理的意味合いをインピーダンス物理的意味合いを

考え考えよう。よう。

右のパイプの電気回路的な抵抗値右のパイプの電気回路的な抵抗値

bb
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00
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22
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gZ
Z s
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インピーダンスの実部インピーダンスの実部はは
この物質の抵抗そのものこの物質の抵抗そのもの。。
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ResistiveResistive--wall wall インピーダンスのインピーダンスの虚部虚部

円筒形パイプの両端円筒形パイプの両端がが内径内径bbの完全導体のビームパイプにの完全導体のビームパイプに

繋がっていると考え繋がっていると考える。る。

非完全導体の円筒形パイプは一種の空洞を構成する。非完全導体の円筒形パイプは一種の空洞を構成する。

磁場はこの空洞内部で指数関数的に減衰するから、空洞の磁場はこの空洞内部で指数関数的に減衰するから、空洞の
外半径での磁場をゼロと近似すると、実効的な磁場は内部外半径での磁場をゼロと近似すると、実効的な磁場は内部
が真空の時の磁場の約半分ぐらいになるが真空の時の磁場の約半分ぐらいになる。。

これをインダクタンスの公式の導出に使うとこれをインダクタンスの公式の導出に使うと δδss

gg

bb

b

I
B

π
μ

φ 22

1 0×≈

bc

gZ
iZ s

L π
δω

22
Im 0−= 虚部は虚部はインダクタンスインダクタンス。。
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公式は全周波数領域で正しいの？公式は全周波数領域で正しいの？

実は、ここで求められた実は、ここで求められたresistiveresistive--wall wall インピーダンスの公インピーダンスの公

式はスキンデプスがチェンバーの壁の厚みより小さい高周式はスキンデプスがチェンバーの壁の厚みより小さい高周
波の領域でしか有効ではない。スキンデプスがチェンバーの波の領域でしか有効ではない。スキンデプスがチェンバーの
壁の厚みより大きい低周波の領域を含めた正しい取り扱い壁の厚みより大きい低周波の領域を含めた正しい取り扱い
についてはについてはテキストのテキストの参考文献参考文献[10][10]を参照されたい。を参照されたい。



2011/8/312011/8/31 OHO2011, Chin&ShobudaOHO2011, Chin&Shobuda 4444

縦方向スペースチャージインピーダンス縦方向スペースチャージインピーダンス

ビーム内の粒子は他の粒子からクーロン反発力を受ける。ビーム内の粒子は他の粒子からクーロン反発力を受ける。

縦方向（進行方向）には、前方の粒子はバンチの中心から前方に押縦方向（進行方向）には、前方の粒子はバンチの中心から前方に押
し出される様な力を受け、後方の粒子は後方に押し戻される。し出される様な力を受け、後方の粒子は後方に押し戻される。

この力はインダクタンスの効果と逆の方向であるこの力はインダクタンスの効果と逆の方向である。。

ビームは円筒形をしていて、粒子は横方向に一様に分布しビームは円筒形をしていて、粒子は横方向に一様に分布し
ていると仮定ていると仮定する。する。

積分路がビームの内部まで入積分路がビームの内部まで入る。る。

ビームが在る時の電磁場ビームが在る時の電磁場を計算。を計算。

電場の径方向成分も寄与する電場の径方向成分も寄与する。。

aa

EErr(s+(s+ΔΔss))EErr(s(s)) EEW=0W=0
bb

ΔΔss

EEss
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横方向の電磁場横方向の電磁場

円筒形ビームの半径を円筒形ビームの半径を a a とし、ビームの進行方向線密度をとし、ビームの進行方向線密度を
λλ とした時に、横方向の電磁場はとした時に、横方向の電磁場は
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ファラデーの法則ファラデーの法則

積分路にそって電場の積分を行うと、それは空洞内の磁場積分路にそって電場の積分を行うと、それは空洞内の磁場
の時間変化の反対符号に等しいの時間変化の反対符号に等しい::
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縦方向スペースチャージインピーダンス縦方向スペースチャージインピーダンスの公式の公式

ビーム電流ビーム電流II：：

ジオメトリカルファクタージオメトリカルファクター：：

加速器リング一周に渡る電圧加速器リング一周に渡る電圧：：

λβceI =

a

b
g ln210 +=
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0 2
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ZL = ：：縦方向のスページチャージ縦方向のスページチャージ
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パラボラビームパラボラビームの場合の場合

ジオメトリカルファクターはビームの横方向分布関数にジオメトリカルファクターはビームの横方向分布関数に依存依存。。

以下の関数で与えられるパラボラビームの場合以下の関数で与えられるパラボラビームの場合

ジオメトリカルファクターはジオメトリカルファクターは

縦方向のスページチャージインピーダンスは、キャパシタン縦方向のスページチャージインピーダンスは、キャパシタン
スの様に働くスの様に働く（負のインダクタンス）。（負のインダクタンス）。

ガンマーガンマーファクターのため高エネルギーでは効かなくなるファクターのため高エネルギーでは効かなくなる（（電電
場は押し出そうとし、磁場は押し戻そうとする）。場は押し出そうとし、磁場は押し戻そうとする）。
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穴やスロットのインピーダンス穴やスロットのインピーダンス

加速器のビームパイプには加速器のビームパイプには、、さまざまな理由でさまざまな形さまざまな理由でさまざまな形
状の穴があいている状の穴があいている：：

真空を引くための穴真空を引くための穴

フィンガー形式のベローフィンガー形式のベロー

LHC Shielded bellow
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小さな空洞の作る磁気ダイポール小さな空洞の作る磁気ダイポール

空洞空洞内の内の磁場磁場：：

空洞の中をトロイダルの空洞の中をトロイダルの
様に回転する磁束様に回転する磁束：：

磁束の時間変化磁束の時間変化が作るが作る起起
電力電力：：

HHθθ

MM

b

I
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π
μ

θ 2
0=

SBdSrB
S

m θ≈=Φ ∫ )(

miV Φ= ω

単位長さ当りの磁気ダイ単位長さ当りの磁気ダイ
ポールモーメントポールモーメント ：：

空洞の近くに磁場があると空洞の近くに磁場があると
磁気分極が起きる磁気分極が起きる::

磁気分極率磁気分極率 ：：

磁気分極が作る縦方向イ磁気分極が作る縦方向イ
ンピーダンスンピーダンス ：：
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磁気分極率磁気分極率と電と電気分極率気分極率

空洞の様に軸対象構造であれば、内部の磁場は軸方向に空洞の様に軸対象構造であれば、内部の磁場は軸方向に
一様で簡単に求まる。一様で簡単に求まる。

パイプ上の穴は軸方向に局所的な磁場を作るので、以上のパイプ上の穴は軸方向に局所的な磁場を作るので、以上の
方法は使えない。方法は使えない。

しかし、しかし、ビームパイプの形状に摂動がある時にどういう磁気ビームパイプの形状に摂動がある時にどういう磁気
分極が起きるかが分かればインピーダンスは計算できる分極が起きるかが分かればインピーダンスは計算できる。。

磁気分極率を摂動法を使って求められる場合はこの方法が磁気分極率を摂動法を使って求められる場合はこの方法が
適している。適している。

実は、実は、磁気分極磁気分極だけではなく、空洞の近くの電場が起こす電だけではなく、空洞の近くの電場が起こす電
気分極の寄与もある。気分極の寄与もある。
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穴やスロットのインピーダンス穴やスロットのインピーダンスの公式の公式

パイプ上の一つの穴或はスロットが電気、磁気分極を起すパイプ上の一つの穴或はスロットが電気、磁気分極を起す
時、インピーダンスへの効果は空洞の場合より、パイプの周時、インピーダンスへの効果は空洞の場合より、パイプの周
長だけ小さくなる：長だけ小さくなる：

穴やスロットが作る縦方向インピーダンス穴やスロットが作る縦方向インピーダンスの一般形：の一般形：

例：半径例：半径aaの丸い穴の丸い穴
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mα ：：穴やスロットの磁気分極率穴やスロットの磁気分極率

eα ：：穴やスロットの電気分極率穴やスロットの電気分極率
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ロスファクターロスファクター

ビームがインピーダンスを持つ構造体を通過するとき、幾ばビームがインピーダンスを持つ構造体を通過するとき、幾ば
くかのエネルギーを損失する。くかのエネルギーを損失する。

損失の量はビームの進行方向の形状に依存する。損失の量はビームの進行方向の形状に依存する。

ビームの総電荷をビームの総電荷をqqとしたとき、構造体を一回通過した時のエネルとしたとき、構造体を一回通過した時のエネル
ギー損失は以下の式で与えられる：ギー損失は以下の式で与えられる：

kkLLはロスファクターはロスファクター

線密度線密度 ρρ((ττ) ) を持ったビームがを持ったビームが、自分自身が作った、自分自身が作ったウェイクポテンウェイクポテン
シャルシャルから力を受けて、から力を受けて、ビームがエネルギーを損失する割合ビームがエネルギーを損失する割合

LkqE 2−=Δ

)()()( 0 ctWtdtdk LL βτρττρ −= ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

τβτβcc

ρρ((ττ))

)()( 0 ctWtdt L βτρ −∫
∞

∞−
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インピーダンスを使ったロスファクターの表現インピーダンスを使ったロスファクターの表現

線密度線密度ρρ((ττ))のフーリエ変換のフーリエ変換ρρ((ωω))ととインピーダンスをインピーダンスを使ったロ使ったロ

スファクターの表現：スファクターの表現：

ビームの進行方向線密度がガウシアンビームの進行方向線密度がガウシアン分布分布をしている場合をしている場合::

ロスファクターはプログラムロスファクターはプログラムABCIABCIなどを使って任意の軸対象などを使って任意の軸対象
構造体の場合に計算できる。構造体の場合に計算できる。

2
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リングでのパワー損失リングでのパワー損失

一旦ワンパスのロスファクターが計算できれば、リングの様一旦ワンパスのロスファクターが計算できれば、リングの様
に、同じ構造体を周回の度に通過する場合の単位時間あたに、同じ構造体を周回の度に通過する場合の単位時間あた
りのエネルギー損失、つまりパワー損失を以下の式で計算りのエネルギー損失、つまりパワー損失を以下の式で計算
できる：できる：

NNpp= 1= 1バンチ中のバンチ中の粒子粒子の数の数

IIbb = = 総ビーム電流（多バンチの場合はバンチ電流の総和）総ビーム電流（多バンチの場合はバンチ電流の総和）

Lbploss kINP ⋅⋅⋅×= −19106.1
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キックファクターキックファクター

横方向のロスファクターはキックファクターとも呼ばれ、ビーム横方向のロスファクターはキックファクターとも呼ばれ、ビーム
が自分が作ったウェイク場から受ける横方向キックの大きさをが自分が作ったウェイク場から受ける横方向キックの大きさを
表し、ビームのコヒーレントなベータトロン周波数を決定する表し、ビームのコヒーレントなベータトロン周波数を決定する：：

インピーダンスを使うと：インピーダンスを使うと：
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ガウシアン分布の場合ガウシアン分布の場合
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コヒーレントなベータトロン周波数のずれコヒーレントなベータトロン周波数のずれ

キックファクターキックファクターkkTTによるビームのコヒーレントなベータトロンによるビームのコヒーレントなベータトロン

周波数のずれは以下の公式から計算できる：周波数のずれは以下の公式から計算できる：

ββTT ==ビームにキックを与える構造体でのベータ関数ビームにキックを与える構造体でのベータ関数

EE00==ビームのエネルギービームのエネルギー

eE

kN TTp
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106.1

0

19

π
β

ν β
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空洞形インピーダンスのロスファクター空洞形インピーダンスのロスファクター

ビームの進行方向線密度がガウシアンビームの進行方向線密度がガウシアン分布分布をしている場合をしている場合::

ωωrrRR//２２QQでノーマライズしてあるでノーマライズしてある
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最後に最後に

過去３時間の講義で、ウェイク場、インピーダンスとロスファ過去３時間の講義で、ウェイク場、インピーダンスとロスファ
クターについてを駆け足的に学習してきた。クターについてを駆け足的に学習してきた。

内容的には、ウェイク場とインピーダンスとのほぼ全体を網内容的には、ウェイク場とインピーダンスとのほぼ全体を網
羅したので、基礎として、これ以上学習することはない。羅したので、基礎として、これ以上学習することはない。

初めてウェイク場とインピーダンスを学習する人にとって、難初めてウェイク場とインピーダンスを学習する人にとって、難
しい内容であったと思うが、現象や公式の物理的説明を出しい内容であったと思うが、現象や公式の物理的説明を出
来るだけ書き込んだと思うので、講義ノートを呼んで、再度勉来るだけ書き込んだと思うので、講義ノートを呼んで、再度勉
強して下さい。強して下さい。
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