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BCS理論の基礎概念



金属自由電子ガス
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シュレディンガー方程式
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 周期的境界条件 : 一辺の長さLの立方体結晶. 表面で完全に反射



金属自由電子ガス
シュレディンガー方程式の解

<latexit sha1_base64="kWie2Zbp5AkNAAS7bXH+FRN4qrg="></latexit>
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exp[i(kxx+ kyy+ kzz)]
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エネルギー固有値
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フェルミ球

kx

ky

kz Fermi sphere

2 π/L
2 π/L

2 π/L

k

電子は1つの状態に最大2つしか入れない

<パウリの排他律>

エネルギー準位の低い順に電子を
詰めていった時の系の電子の最大
エネルギー

<latexit sha1_base64="T04K6Spg1pzZCyBCwMDRk5dm5KU="></latexit>
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銅の場合のFermi エネルギー

EF0 = 1.1x10-18 J,

TF = EF0/kB=80,000 K

Fermi運動量
<latexit sha1_base64="KWBQQyoCLz9LbSwEXHzw0fNw5nA="></latexit>
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電気抵抗の起源

• 結晶格子が完全な周期性を持つ場合電
気抵抗は零. (量子力学)


• 周期性を乱す要因


- 格子振動 → 温度を下げると減少


* 原理的にはT=0Kで抵抗は0に


- 格子欠陥, 不純物等 → 温度を下げ
ても変化しない (常伝導の限界)
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Cooper対

• Cooperのモデル (1956年)


- T=0K

- Fermi球の内側はすべて電子が占有


- Fermi球の少し外側に2つの電子をおく


* p1 = –p2


• クーパー問題 

- Fermi面の真上にある2つの電子を考えてそれ
らの間に相互作用が働くとしたとき, この電
子対が束縛状態をつくるか?


- (答) Yes
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Cooper対

• 電子が固体中を進むと結晶格子のイオンが影響を受ける


• 電子通過後 イオン同士が近づき正の電荷密度が増える.


• 2つ目の電子が引力を受ける
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H. Ibach and H. Lüth, Solid-state physics, 4th ed. (Springer Berlin, Heidelberg, 2009).



結晶内のCooper対

Metal ion Cooper pair Single electron

Cooper対の

結合エネルギーは
10-4 ~ 10-3 eV 
と非常に低いので

熱運動で分解しない

ように低温を維持する

必要がある.

Cooper対は長い

距離で結合しており,

Cooper対同士は重なり

合っている.



BCSの初歩

• Bardeen, Cooper, Schrieffer

- Fermi球内の電子も対になる


• このときの引力は格子振動(フォノン)により
与えられる.


• Fermiエネルギー近傍 ±2ℏωd


• クーパー対は同じ運動量P=0を持つ


- 同じ量子状態に入っている.


- クーパー対はボーズ粒子として振る舞う


• エネルギーギャップΔによって特徴付けられ
る
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BCSの初歩

• BCS基底状態: エネルギーギャップ(Δ)によって不対電子とエネルギー準位は分
離されている.


• クーパー対を分解するには2Δが必要.

Energy

BCS ground

Single electrons

Energy gap 2Δ

BCS ground

Single electrons

δEpair

(a) (b)



エネルギーギャップの温度依存性

• エネルギーギャップは温度依存性を示す: Δ(T)


• BCS理論から算出された関数Δ(T)と測定値は非常によく合っている.

H. Ibach and H. Lüth, Solid-state physics, 4th ed. (Springer Berlin, Heidelberg, 2009).



普遍定数
<latexit sha1_base64="TaDQXCooRcmz1ThQawQ25w3Y/E8="></latexit>

�(0) = 2 h!D exp
✓
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V0N(EF)

◆
,T=0でのギャップ関数: 

<latexit sha1_base64="8Snhw33AiqlEfK73Dv+zF6UQCAE="></latexit> !D :

V0 :

N(EF) :

Debye周波数
電子-格子相互作用ポテンシャル
E=EFにおける単一電子の状態密度

<latexit sha1_base64="77zq/T4UFvDcrI8TsjLiUha1Q3c="></latexit>

kBTc = 1.14 h!D exp
✓
-
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◆
臨界温度: 

<latexit sha1_base64="ynX/oPn+6SsMTCHYq/bCnZNSvPI="></latexit>

�(0) = 1.76kBTc

P Schmüser, Superconductivity, CAS - CERN Accelerator School : 
Superconductivity and Cryogenics for Accelerators and Detectors (2004).



同位体による違い

• 前のスライドの一番目の式によると, 臨界温度はDebye周波数に比例. 


• また, Debye周波数は原子量Mの平方根の逆数に比例.


• 臨界温度:
<latexit sha1_base64="KXX1CQGmLpak/h3iHASYUVQwWi0="></latexit>

Tc / !D / 1/
p
M

H. Ibach and H. Lüth, Solid-state physics, 4th ed. 
(Springer Berlin, Heidelberg, 2009).



超伝導電流と臨界電流 I
• δtの間E0を印加

<latexit sha1_base64="4SgYhc8PFtUa+G088zQ+cA2mSBQ="></latexit>

~P =  h~K = -2e~E0�t,クーパー対の運動量: 
<latexit sha1_base64="Buyl3I5w7lsG3G7Qh6qoaoVLH1U="></latexit>

~js = -
nse h

2me
~K,クーパー対の超伝導電流密度:

ns: 電子の数密度
<latexit sha1_base64="Q0S8fUKYbahYccx3SeRKXhYA69g="></latexit>

exp
⇣
i~K · ~R

⌘
電流が流れた時の波動関数は位相項 を掛けたもの

BCS理論の方程式はそのまま適用可能

運動エネルギーの増加分δEpair が2Δ未満であれば超伝導状態は保たれる



超伝導電流と臨界電流 II

• 散乱中心には2つのタイプがある


- 不純物に起因するもの

- 格子振動によるもの


• 不純物: 固定された重い標的と考えられるので, 弾性散
乱となり, Cooper対の電子のエネルギーは増えない


• 格子振動による散乱: 平均熱エネルギーがエネルギー
ギャップよりも小さい場合は無視できる. (T<Tc)


• 抵抗ゼロで電流輸送できる条件：

電子

Ei

Ef

金属イオン

Ei=Ef

<latexit sha1_base64="Pl5KzgphFjK+lXU3BlMhmOTPs40="></latexit>

2�-�Epair > 0,

T < Tc(js)
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超伝導電流と臨界電流 III

<latexit sha1_base64="iJD0JXqOPjnURbTys7z1Q66N6xY="></latexit>

�Epair =
 h2kFK

me

• 輸送電流が流れているときのエネルギー増加量

• したがって,
<latexit sha1_base64="uClMgW88xY29T+km88Hu78WTIsU="></latexit>
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<latexit sha1_base64="kMvztylGT68ZUWLZQ8EBdVoGgYI="></latexit>

jc ⇠
ens�
 hkF

• 臨界電流:

• 臨界磁場:

B
jj

j
<latexit sha1_base64="MlM0R7PxPowsDmk0xLa8+I/LwL8="></latexit>

Hc = �Ljc ⇠ �L
ens�
 hkF

.



磁束の量子化



量子論におけるベクトルポテンシャル

電磁場中での運動量
<latexit sha1_base64="KQuqGiau+n6xyjZsBpIb1FsQ2z4="></latexit>

~p = m~v+ q~A

<latexit sha1_base64="6Dvzq5twC0+s4D3TVShCxD5PF3Y="></latexit>

� =
2⇡ h

mv+ qA
.

波長
<latexit sha1_base64="bPOMW/vvBtyVLfDMEsVca+temb4="></latexit>

� =
2⇡ h

p
.

ドブロイの関係

<latexit sha1_base64="RW53jKZ9ZnSwtkzuDJPvL8a1cho="></latexit>

�' =
2⇡

�
�x =

1
 h
me~v · ~�x

自由空間内(磁場なし)で Δx移動した時の位相の進み

<latexit sha1_base64="LQ7yAbofYGaPQkkoqhrH6MgOkys="></latexit>

�' 0 = -
e
 h
~A · ~�x,

電磁場内ではさらに以下の位相だけ進む

Aharonov-Bohrm効果



Aharonov-Bohrm効果

Solenoid coil

Source
Detector

AΦ

<latexit sha1_base64="fHqJMOdHOAbqNatuWi1c1wtLPyM="></latexit>

�' = �'0 +

I
~A · d~l = �'0 +

e
 h
�mag.

B

A

外村らによるAB効果の観測

直径数μのトロイダル永久磁石を超伝
導ニオブで閉じ込めてAB効果を観測

A. Tonomura, et. al., Phys. Rev. Lett. 56, 792–795 (1986). 



磁束の量子化 I

<latexit sha1_base64="VbNeIKg7IhjWvkxlwonaDvmf48I="></latexit>

 =  0 exp(i') = p
nc exp(i'),

nc は Cooper 対の密度

0 π/2 3π/2 2ππ

A

B

Superconductorリングを一周した時に, 位相Φ=Φ(s) の進みは

n 2π でなければならない.

<latexit sha1_base64="FvJ9m4lV0jiib01RJzZbgDTsUa4="></latexit>I d'
ds ds = n · 2⇡.

C

<latexit sha1_base64="m+yOGh1qPv3ebHE2PKKJASoDrik="></latexit>

d'
ds ds = q

 h
~A · ~ds.

バルク内では v = 0 

Cooper対の波動関数は



磁束の量子化 II

<latexit sha1_base64="UcoD9778MZmvS+Tvdm1O80pV7Qc="></latexit>

�mag =

I
~A · ~ds =

 h

q
· n · 2⇡ = n ·�0

<latexit sha1_base64="KJs+Paom09cajmOGVbgN9mZCr/s="></latexit>

�0 =
2⇡ h

q

BCS理論では q=-2eなので, 
<latexit sha1_base64="YXNEBFTlWbht/uYuG5lXOUjUpIc="></latexit>

�0 =
h

2e

Φ0: 磁束量子



Josephson効果



Josephson効果

S2S1

ASuperconductor

Insurator

Superconductor

1962年にJosephsonはクーパー対がトンネル効果を示すことを理論
的に導いた.

薄い絶縁体の両面を2つ超伝導体で接合すると, トンネル効果によっ
て電流が流れる現象.



Josephson効果におけるシュレディンガー方程式

S2S1

ASuperconductor

Insurator

Superconductor

V

<latexit sha1_base64="OXe4RhljIZxopJsMOWRQNuQ4rfg="></latexit>

i h
@ 1(~r, t)

@t
= -eV 1(~r, t) + K 2(~r, t)

i h
@ 2(~r, t)

@t
= eV 2(~r, t) + K 1(~r, t)

ψ1 ψ2

K: 結合パラメーター



Josephson効果におけるシュレディンガー方程式

<latexit sha1_base64="hjBdEux8bVMGz53L25WsqSsSo2g="></latexit>

 1(~r, t) = | 1(~r, t)| exp(i'1(~r, t))

 2(~r, t) = | 2(~r, t)| exp(i'2(~r, t))

波動関数

波動関数を先の式に代入

<latexit sha1_base64="QTGmSTpb+A9s4EfPq+HE4WtGXYA="></latexit>✓
- h| 1|

@'1

@t
+ i h

@| 1|

@t

◆
exp(i'1) = -eV | 1| exp(i'1) + K| 2| exp(i'2),

<latexit sha1_base64="kuK8LRuoA4+uJXuL19SSmJdabGU="></latexit>✓
- h| 2|

@'2

@t
+ i h

@| 2|

@t

◆
exp(i'2) = eV | 2| exp(i'2) + K| 1| exp(i'1)

<latexit sha1_base64="nkLisQwuCtshGKfluM/YyUslkww="></latexit>

| 1| exp(-i'1)
<latexit sha1_base64="N/jWagrp6u30KtlgmB3vK0vnz+w="></latexit>

| 2| exp(-i'2)と を乗じて実数と虚数に分ける.



Josephson効果におけるシュレディンガー方程式
<latexit sha1_base64="r+4m/T7nNR70SbH4jEG9JTTHt08="></latexit>

- h| 1|
2 @'1

@t
=- eV | 1|

2 + K| 1|| 2|⇥ cos(�'),

 h

2

@| 1|
2

@t
=K| 1|| 2| sin(�'),

- h| 2|
2 @'2

@t
=eV | 2|

2 + K| 1|| 2| cos(�'),

 h

2

@| 2|
2

@t
=K| 1|| 2| sin(�').

<latexit sha1_base64="WNMuObDfDLn/IRHWjUq1lMqkTzY="></latexit>

⇥2e/ h

<latexit sha1_base64="WNMuObDfDLn/IRHWjUq1lMqkTzY="></latexit>

⇥2e/ h

<latexit sha1_base64="bJNZlEYJ9k1rq12gy3djkSxY0rQ="></latexit>

IS = eS
@| 1|

2

@t
= -eS

@| 2|
2

@t

=
2e
 h
K| 1|| 2| sin(�')

S: 超伝導体S1, S2の断面積

位相差を与えるだけで印加電圧にかかわらず電流が流れる

直流Josephson効果



超伝導量子干渉
Ia

Ib

ΦI I
C

SuperconductorSuperconductor

Insurator
<latexit sha1_base64="pwzYnPR1UCTttfyT75v9FsXGZd0="></latexit>

I = Ia + Ib = I0(sin'a + sin'b)

<latexit sha1_base64="vKGx6xHx2q+adcSYZh3CvIhO5j8="></latexit>
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 h

I
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<latexit sha1_base64="bPBQ95ozdSA4xeIhtk7OxujYWmQ="></latexit>

'0 = ('b -'a)/2

<latexit sha1_base64="tO9u+60qtt320nMZcD/ybmiBYYQ="></latexit>
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e
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<latexit sha1_base64="fK98aD3cjRpDQ5Fio37OBg/mEQk="></latexit>

I = I0 sin'0 cos
⇣ e

 h
�
⌘

とおくと, 

Magnetic field (mG)
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まとめ

• 現象論


- ロンドン方程式: マイスナー効果, 磁場侵入深さ


- ピッパード方程式: コヒーレンス長


- GL理論: 秩序パラメーターを波動関数にとりいれる. 侵入深さの温度依存, 
GLパラメーター


• BCS理論


- クーパー対が生成される


- 臨界電流, 臨界磁場


- 様々なBCS理論による予言は実験で再現されている.


• Josephson効果


- ベクトルポテンシャルの位相差によりJosephson電流が流れる


