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ラティスと線形オプティクス
- 設計と運転への適用-

1 はじめに

今年度の OHOは “放射光源加速器の基礎”をテーマ
に据える, ということで, 本稿では電子ビームの運動・
軌道を記述する光学系 (optics) の基礎について説明
する. またこれらを踏まえ, 光源加速器で採用される
代表的な磁石配列 (ラティス)についていくつか紹介を
する.

放射光源加速器は周回した電子ビームから放出され
る放射光をユーザーに使ってもらう施設である. 放射
光源加速器としてその性能を評価する場合には, 得られ
る光の波長 (エネルギー) や安定度, 偏光や時分割観察
が可能か, など様々あるが, 最も重要なものの 1つが “

いかに明るいか”である.

明るさを示す性能指数はいくつかあり, 光子数を N

としたとき, 輝度B (Brightness or Brilliance)は,

B =
d6N

dxdydx′dy′dtdω/ω
[photons/sec/mm2/mrad2/0.1 %b.w.] (1-1)

で表される. ここで “0.1 %b.w.” は注目している波長
を中心とした 0.1 % のバンド幅という意味で, x, y は
第 2 章で説明するように, ビームの進行方向に対して
垂直な平面を考えたときの水平を x, 垂直を y と取る
ようなデカルト座標である. また, 光束密度 D (Flux

Density)は,

D =

∫ ∫
Bdxdy

[photons/sec/mrad2/0.1 %b.w.], (1-2)

全光束F (Flux)はさらに,

F =

∫ ∫
Ddx′dy′ (1-3)

=

∫ ∫ ∫ ∫
Bdxdydx′dy′

[photons/sec/0.1 %b.w.], (1-4)

で表される. 光のビームサイズ σr と発散角 σ′
r には光

のエミッタンス εr と呼ばれる量を使って.

εr = σrσr′ =
λ

4π
(1-5)

という関係が成り立ち, 放射光源加速器に設置されてい
るアンジュレータと呼ばれる挿入光源では, アンジュ
レータ長 Lと光の波長 λを用いて,

σr′ =

√
λ

2L
(1-6)

σr =

√
2λL

4π
(1-7)

が成立する. 光軸上で最大強度を持つ光束密度 D が,

D =
d2F

dx′dy′
(1-8)

=
d2F

dx′dy′

∣∣∣∣
x′,y′=0

exp

(
−x′2 + y′2

2σ2
r′

)
(1-9)

のような角度分布をしていると仮定すると, これを全立
体角で積分すれば,

F = 2πσ2
r′

d2F

dx′dy′

∣∣∣∣
x′,y′=0

(1-10)

と, 全光束F を求めることができる.

ここまでは光のビームサイズと発散角のみについて
考えてきたが, 実際にはその光を放出する電子ビームに
もそのビームサイズと発散角には有限のサイズ (x方向
であれば σx, σx′) があり, 電子ビームと光のビームサ
イズと発散角の畳み込み (convolution) をそれぞれ考
えると, 電子ビームから放出される光のサイズと発散
角は,

Σx =
√
σ2
x + σ2

r (1-11)

Σ′
x =

√
σ2
x′ + σ2

r′ (1-12)

となる (y方向も同様). 全光束F は電子のビームサイ
ズや発散角には依存しないことを使うと, 実効光束密度
Deff は,

Deff =
F

2πΣx′Σy′
(1-13)

=
σ2
r′

Σx′Σy′

d2F

dx′dy′

∣∣∣∣
x′,y′=0

(1-14)
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と書ける. 同様に, 実効輝度Beff は,

Beff =
Deff

2πΣxΣy
(1-15)

=
σ2
r′

2πΣxΣyΣx′Σy′

d2F

dx′dy′

∣∣∣∣
x′,y′=0

(1-16)

=
F

(2π)2ΣxΣyΣx′Σy′
(1-17)

となる. これらより, 実効輝度 Beff や実効光束密度
Deff を高くする (明るくする)ためには, 電子ビームの
ビームサイズや発散角を小さくする必要があることが
わかる. 一方で Σx や Σx′ は光のビームサイズ, 発散角
との 2 乗和であるので, まずはその値を目指して電子
ビームを小さくすべきであるが, 光と同等近くになれば
なるほど, 低減の効果が抑制されることもわかる.

電子ビームが放出する光が占める位相空間の中で, 光
そのものの位相空間が占める割合を空間コヒーレント
比といい, x方向であれば,

px =
σrσr′

ΣxΣx′
(1-18)

と書ける. 空間コヒーレントな光束をコヒーレントフ
ラックスFc といい,

Fc = Beff (2πσrσr′)
2

(1-19)

=
σrσr′

ΣxΣx′

σrσr′

ΣyΣy′
F (1-20)

= pxpyF (1-21)

で求めることができる. 高コヒーレントな放射光は例
えばイメージングなどにおいて特に重要な指標となっ
ている.

リング型放射光源加速器の 1つの目標が, 回折限界光
源 (Diffraction-Limitd Storage Ring: DLSR)

への到達である. 回折限界光源では電子ビームサイズ
及び発散角が光と同程度まで小さくなっており, これ
までに見てきたように, 高輝度で高コヒーレントな放
射光の生成が可能となる. 式 (1-5 - 1-7)で見たように,

DLSR かどうかは波長に依存し, 比較的長波長領域で
は既に回折限界に達成している放射光源加速器もあっ
たが, 今現在, これまでよりも短波長な X線領域での回
折限界の達成が強く推進されている.

ここでは導入として, リング型放射光源加速器の性能
指数として輝度や光束密度, エミッタンスについて説明
してきた. 特にこのエミッタンスについて, 第 2章, 第
3章でより詳しく説明する. 第 2章では, そもそもリン

グ型放射光源加速器で電子がどのような軌道で運動し
ているのか, そしてエミッタンスなどの重要な指標がど
う定量的に表されるかについて説明する. 第 3章では,

これまでに検討, 建設されたリング型放射光源加速器で
採用された設計について紹介し, どのように低エミッタ
ンス化がなされてきたのかを追う.

2 電子の運動
本章ではリング型放射光源における電子の運動につ

いて, 特に平衡エミッタンスなど重要な性能指数につ
いて理解できるよう, 説明をおこなう. ちなみに今年の
OHO のテーマがリング型放射光源であるため, “荷電
粒子の運動”とせずに “電子の運動”とあえて限定した
書き方になっている*1.

2.1 リング型放射光加速器の機器構成

本章は数式が多く登場し, 色々とイメージが湧きづらい
ところもあるのではないかと多少危惧し, まず本節で,

リング型放射光加速器における機器構成について, 簡単
に紹介したいと思う. Fig.1に KEKにある 2.5 GeVの
リング型放射光加速器の機器構成・配置を示した. 本章
では電子を制御するために必要な磁石と, 周回して失っ
たエネルギーを補うための高周波加速空洞 (図中で RF

と示したところ) が重要な登場人物達である. Fig.1で
は挿入光源やビームポジションモニター (BPM) につ
いてもそれぞれ ID, PM で示されているが, 詳しい説
明は別稿に譲ることとする.

一般に “リング”と聞くときれいな真円を想像しそう
ではあるが, PF-ringは卵型をしている. 加速器の設計
者が意図する “設計軌道” は偏向磁石 (図中青色) で曲
げられることで, その軌道を形作る*2. よく見ると図の
真上と真下は直線部となっている. 一般にはこういっ
た直線部に挿入光源 (アンジュレータやウィグラー)や
高周波加速空洞が設置される. また左と右は綺麗な弧を
描いているのがわかる. こういった部分をアーク部と
呼ぶ. PF-ring は 1 周およそ 187 m である. このリン
グ 1 周の長さを周長と呼び, 本稿では C というシンボ
ルを使うこととする.

*1 かつて PF-ring では電子の反粒子である陽電子を周回させて
いたこともあった [1].

*2 正確には “曲がる” の定義もしなくてはいけない気がするが,

厳密な記述は後々与えたい.
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Figure 1 PF-ringにおける電磁石などの機器構成・配置.

2.2 特殊相対論
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粒子は自身の質量よりもずっと高く加速されることが
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mec
2 ∼ 511keV (2-1)

であり, 光速 c ∼ 3× 108m/sに対する電子の相対速度
βr は電子の速度を v とすると単に,

βr =
v

c
(2-2)

で表され, この βr を使ってローレンツ因子 γr が,

γr =
1√

1− β2
r

(2-3)

と書ける*3. γr を使うと相対論的な運動量 pは,

p = meγrv (2-4)

= meγrcβr (2-5)

で表され, これを用いると電子の総エネルギー E は,

E =
√
(mec2)2 + (pc)2 (2-6)

= meγrc
2 (2-7)

と書ける. 例えば PF-ring を周回する電子エネルギー
は 2.5 GeVであるが, 式 (2-6)と電子の静止質量mec

2

が 511 keVであることを思い出せば,

E ∼ pc (2-8)

が成立している. 従って, GeV クラスの電子加速器を
扱う際には E も p も特に分けずに考えていいのだが,

*3 本稿では複数の β, γ が短時間に, もしくは同時に現れるため,

シンボルの意味を明確にするために相対論に関わるシンボル
には相対論 (Relativity)の “r”を添え字として付与すること
とした
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x′,y′=0
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KEK 入射器 (Linac) や cERL のように段々とエネル
ギーを上げていく場合や低エネルギー領域での議論を
行うときには, この差を意識する必要が出てくる.

2.3 偏向磁場と電子の曲率半径

ここから具体的に, 加速器内 (磁場中) での電子の運動
について考えていこう. まず, Fig.2のように, 電子が一
様磁場中で同じ半径でぐるぐると回転している姿を想
像してみよう. 電子の運動を記述する運動方程式は運
動量 pと電子に働く外力 F を使って,

dp

dt
= F (2-9)

であるから, 先の相対論の表記を用いれば, 垂直一様磁
場 B と電子の電荷 −eを使って,

meγr
d2r

dt2
= meγr

v2

r
− evB (2-10)

となる. ここで右辺の第 1 項は遠心力, 第 2 項はロー
レンツ力である. 電子が放射光を放出せず, 一定のエ
ネルギーで同じ半径 ρ でぐるぐる安定して回っている
と仮定し, 第 1 項と第 2 項が釣り合っているとすると,

r = ρとして,

meγr
v2

ρ
= evB (2-11)

が成立し, 両辺を v で割って, 式 (2-4)を思い出せば,

p = eBρ (2-12)

となる. この ρ を曲率半径という. これを p[GeV/c],

B[T], ρ[m]という単位を用いると,

p[GeV/c] ∼ 0.3B[T] ρ[m] (2-13)

が成り立つ.

ここで述べたような一様磁場の働きをするのが, 偏向
磁石である. PF-ring のような一般的なリング型放射
光加速器では, Fig.2のようにリング全体を同じ一様磁
場が占めているわけではなく, Fig.1のように曲げるべ
きところに偏向磁石が分散して置かれている. 昨今で
は省電力の観点から従来一般的だった電磁石ではなく
永久磁石を用いた偏向磁石の例が世界的に増えてきて
いる. KEKにある PF-ringも PF-ARも偏向電磁石を
利用しており, 特に PF-ARでは現在, 従来の 6.5 GeV

運転だけでなく 5 GeV運転も採用しているため, こう
いった “energy switching”の観点からは永久磁石の利
用実現には困難が伴う.

Figure 2 垂直一様磁場中で運動する電子.

2.4 座標系

前節で垂直方向を yとし, 半径を rとした座標系を考え
たが, 次節に移る前に加速器で一般に採用される座標系
について説明する. 一般的に加速器では Fig.3のように,

ビームの進行方向に sという座標を取り, それに直交す
るような x− y 平面を取る. sはその加速器の基準エネ
ルギー E0 (もしくは基準運動量 p0) を持つ粒子 (ビー
ム) が基準軌道 (設計軌道) を取るように設定される.

この s 方向を加速器では縦方向 (longitudinal) とい
い, 後で見るように, 特にエネルギーと関わるような座
標である. 一方 x, y は横方向 (transverse)と呼ばれ,

磁石によって設計軌道の周りを振動しながら安定的に
周回する様子を記述する際に重要な座標となる. 一般
に x は水平方向で, 外側を正と取るように設定され, y

は垂直方向で, 地表側が負となるように取られる. が,

これらは加速器毎でも定義が異なっていたり, 教科書で
も異なることが多々あるので注意が必要である. また,

放射光源では放射光利用者と加速器側の間でも定義が
異なっていたりする場合があるので, よくよくコミュニ
ケーションを取る必要がある.

2.5 電子の軌道方程式

前節では一様磁場中で電子は ρという曲率半径を持ち,

周回するという話をしたが, 垂直方向 (y 方向) につい
ては触れなかった. 水平・垂直方向を同時に安定した軌
道内に抑え込むのには 4極磁石が使われる. 4極磁石が
持つ水平磁場成分 Bx, 垂直磁場成分 By は a > 0の係
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Figure 3 加速器で一般的に採用される座標系.

数を用いて,

Bx = ay (2-14)

By = ax (2-15)

というように, 中心位置から離れれば離れるほど強くな
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dt
= v

d
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(2-16)

より, 式 (2-10)は

d2r

ds2
=

1

r
− B

Bρ
(2-17)

=
1

r
− eB

p
(2-18)
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て r = ρ+ xとすると, 式 (2-17)は,

d2x

ds2
=

1

ρ+ x
− B

Bρ
(2-19)

∼ 1

ρ
− x
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− eB

p
(2-20)

= − x

ρ2
(2-21)

となる. ここで x ≪ ρとした. 式 (2-20)でB → B+ax
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ds2
=
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ρ
− x

ρ2
− e

p
(B + ax) (2-22)
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(
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ρ2
+

a

Bρ

)
x (2-23)
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ds2
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ea
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(2-28)
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x
x′

)
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(
cos ks 1

k sin ks
−k sin ks cos ks

)(
x0

x′
0

)
(2-30)
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場が占めているわけではなく, Fig.1のように曲げるべ
きところに偏向磁石が分散して置かれている. 昨今で
は省電力の観点から従来一般的だった電磁石ではなく
永久磁石を用いた偏向磁石の例が世界的に増えてきて
いる. KEKにある PF-ringも PF-ARも偏向電磁石を
利用しており, 特に PF-ARでは現在, 従来の 6.5 GeV

運転だけでなく 5 GeV運転も採用しているため, こう
いった “energy switching”の観点からは永久磁石の利
用実現には困難が伴う.
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2.4 座標系
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たが, 次節に移る前に加速器で一般に採用される座標系
について説明する. 一般的に加速器では Fig.3のように,

ビームの進行方向に sという座標を取り, それに直交す
るような x− y 平面を取る. sはその加速器の基準エネ
ルギー E0 (もしくは基準運動量 p0) を持つ粒子 (ビー
ム) が基準軌道 (設計軌道) を取るように設定される.

この s 方向を加速器では縦方向 (longitudinal) とい
い, 後で見るように, 特にエネルギーと関わるような座
標である. 一方 x, y は横方向 (transverse)と呼ばれ,

磁石によって設計軌道の周りを振動しながら安定的に
周回する様子を記述する際に重要な座標となる. 一般
に x は水平方向で, 外側を正と取るように設定され, y

は垂直方向で, 地表側が負となるように取られる. が,

これらは加速器毎でも定義が異なっていたり, 教科書で
も異なることが多々あるので注意が必要である. また,

放射光源では放射光利用者と加速器側の間でも定義が
異なっていたりする場合があるので, よくよくコミュニ
ケーションを取る必要がある.

2.5 電子の軌道方程式

前節では一様磁場中で電子は ρという曲率半径を持ち,

周回するという話をしたが, 垂直方向 (y 方向) につい
ては触れなかった. 水平・垂直方向を同時に安定した軌
道内に抑え込むのには 4極磁石が使われる. 4極磁石が
持つ水平磁場成分 Bx, 垂直磁場成分 By は a > 0の係

２－ 4 ２－ 5



と解くことができる. ここで k = ν/Rとし, 2πRでリ
ング 1周の周長と考えると, ν は電子がリングを 1周す
る間に振動する回数と一致することがわかる. これは
後の k1(s) の s 依存性を復活させた厳密な議論でも同
様で, そこではベータトロン振動数もしくはチューンと
呼ぶ.

2.6 ハミルトニアンと転送行列

式 (2-24), (2-25)を生成するハミルトニアンとして,

Hx =
1

2
x′2 +

1

2
Kx(s)x

2 (2-31)

Hy =
1

2
y′2 +

1

2
Ky(s)y

2 (2-32)

を考える. ここで,

Kx =
1

ρ2
+ k1(s) (2-33)

Ky = −k1(s) (2-34)

である。さらに,

H =

(
K 0
0 1

)
(2-35)

S2 =

(
0 1
−1 0

)
(2-36)

X =

(
x
x′

)
(2-37)

と置くと,

d

dt
X = S2HX (2-38)

という形で, 式 (2-24), (2-25) を再導出することがで
きる.

一般に, ある区間で K(s) が定数であるとすれば, 先
の式 (2-29)のように簡単に解くことでき,

X = TX0 (2-39)

= eS2H2X0 (2-40)

は式 (2-38) の解となる. この解は X0 で K が定数の,

式 (2-31)もしくは式 (2-32)が成立している区間を通過
した場合 X となる, ということを意味している. X0 か
ら X という位相座標に転送するため, T は転送行列と

呼ばれる. この T = eS2H2 を展開すると,

eS2H2 =

∞∑
n=0

(S2H)
n

n!
(2-41)

=
∞∑

n=0

1

n!

(
0 1

−K 0

)n

(2-42)

= I

∞∑
n=0

(−1)
n
(√

Ks
)2n

(2n)!
(2-43)

+

(
0 1√

K

−
√
K 0

) ∞∑
n=0

(−1)
n
(√

Ks
)2n+1

(2n+ 1)!

=


 cos

(√
Ks

)
1√
K

sin
(√

Ks
)

−
√
K sin

(√
Ks

)
cos

(√
Ks

)



(2-44)

となる. ここで,

∞∑
n=0

(−1)
n
(√

Ks
)2n

(2n)!
= cos

(√
Ks

)
(2-45)

∞∑
n=0

(−1)
n
(√

Ks
)2n+1

(2n+ 1)!
= sin

(√
Ks

)
(2-46)

(S2H)2m = (−K)mI (2-47)

(S2H)2m+1 = (−K)m
(

0 1
−K 0

)

(2-48)

を利用した.

式 (2-44) について, K = k2 と置けば, 式 (2-30) と
同じ形になることがわかる. これが 4 極磁石 (Focus)

の場合の転送行列で,

Tx =


 cos

(√
Ks

)
1√
K

sin
(√

Ks
)

−
√
K sin

(√
Ks

)
cos

(√
Ks

)



(2-49)

Ty =


 cosh

(√
Ks

)
1√
K

sinh
(√

Ks
)

−
√
K sinh

(√
Ks

)
cosh

(√
Ks

)



(2-50)

となる. またK < 0のとき,つまり 4極磁石がDefocus
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の場合,

Tx =


 cosh

(√
Ks

)
1√
K

sinh
(√

Ks
)

−
√
K sinh

(√
Ks

)
cosh

(√
Ks

)



(2-51)

Ty =


 cos

(√
Ks

)
1√
K

sin
(√

Ks
)

−
√
K sin

(√
Ks

)
cos

(√
Ks

)



(2-52)

となる.

ここで K → 0の極限を取れば, 何もない空間 (ドリ
フトスペース)の転送行列が求められ,

Tx =

(
1 s
0 1

)
(2-53)

Ty =

(
1 s
0 1

)
(2-54)

となる.

次に偏向磁石の場合を考える, つまり Kx = 1/ρ2,

Ky → 0のとき,

Tx =

(
cos s

ρ ρ sin s
ρ

− 1
ρ sin

s
ρ cos s

ρ

)
(2-55)

Ty =

(
1 s
0 1

)
(2-56)

となる.

2.7 シンプレクティック

上記転送行列について, s = εだけ進めるような無限小
転送行列

Tϵ = I + S2Hx(ε) +O(ε2) (2-57)

∼
(

1 ε
−Kε 1

)
(2-58)

を考えると,

TT
ϵ S2Tϵ = S2 +O(ϵ2) (2-59)

が成立する. このような性質を持つ行列を “シンプレク
ティックである”といい, シンプレクティックな行列同
士の積もシンプレクティックとなる*5. また, 式 (2-59)

より, シンプレクティック条件は転送行列の行列式が 1

であることと等価である.

*5 例えば T = T2T1 という転送行列について, それぞれ T1, T2

が式 (2-59)を満たすと考えればわかる.

2.8 Twiss Parameter

リングのある点 sから 1周し, 元の点 sに戻るような転
送行列 T (s) を考えると, 1 周後, さらに点 s から 1 周
するような転送行列 T (s+ C)は,

T (s) = T (s+ C) (2-60)

であり, シンプレクティックである. ここで C は周長
である. この点 s からリングを 1 周して点 s に戻るよ
うな転送行列 T (s)を

T (s) = I cos(2πν) + J(s) sin(2πν) (2-61)

J(s) =

(
αT (s) βT (s)
−γT (s) −αT (s)

)
(2-62)

と, とりあえず置いてみる*6. T (s)がシンプレクティッ
クであることを課すと, det(T (s)) = 1となるため,

βT (s)γT (s)− α2
T (s) = 1 (2-63)

が成立する. これを使えば, J2(s) = −I から,

Tn(s) = I cos(n · 2πν) + J(s) sin(n · 2πν) (2-64)

とわかる. つまり点 s について何周電子を周回
させても, 位相が進むだけで, リングの点 s に固
有な値, αT (s), βT (s), γT (s) は変わらない. この
αT (s), βT (s), γT (s)を Twiss Parameterという.

先と同様に, ある点 1 から点 2+C までの転送を
Fig.4のように考えると,

T2(s)T21 = T21T1(s) (2-65)

であるから,

T2(s) = T21T1(s)T
−1
21 (2-66)

が成立する. T (s)中の I(s)成分は “透明”なので, ある
点 sから L離れた位置にある J(s + L)は点 sの J(s)

と, 点 1から 2への転送行列 T21,

T21 =

(
m11 m12

m21 m22

)
(2-67)

*6 添字の T は後に示すように Twiss Parameterの Tである.

と解くことができる. ここで k = ν/Rとし, 2πRでリ
ング 1周の周長と考えると, ν は電子がリングを 1周す
る間に振動する回数と一致することがわかる. これは
後の k1(s) の s 依存性を復活させた厳密な議論でも同
様で, そこではベータトロン振動数もしくはチューンと
呼ぶ.
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2 (2-31)

Hy =
1
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y′2 +

1
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Ky(s)y

2 (2-32)

を考える. ここで,

Kx =
1

ρ2
+ k1(s) (2-33)

Ky = −k1(s) (2-34)

である。さらに,

H =

(
K 0
0 1

)
(2-35)

S2 =

(
0 1
−1 0

)
(2-36)

X =

(
x
x′

)
(2-37)

と置くと,

d

dt
X = S2HX (2-38)

という形で, 式 (2-24), (2-25) を再導出することがで
きる.

一般に, ある区間で K(s) が定数であるとすれば, 先
の式 (2-29)のように簡単に解くことでき,

X = TX0 (2-39)

= eS2H2X0 (2-40)

は式 (2-38) の解となる. この解は X0 で K が定数の,

式 (2-31)もしくは式 (2-32)が成立している区間を通過
した場合 X となる, ということを意味している. X0 か
ら X という位相座標に転送するため, T は転送行列と

呼ばれる. この T = eS2H2 を展開すると,

eS2H2 =

∞∑
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(S2H)
n

n!
(2-41)

=
∞∑

n=0

1

n!

(
0 1

−K 0

)n

(2-42)

= I

∞∑
n=0

(−1)
n
(√

Ks
)2n

(2n)!
(2-43)

+

(
0 1√

K

−
√
K 0

) ∞∑
n=0

(−1)
n
(√

Ks
)2n+1

(2n+ 1)!

=


 cos

(√
Ks

)
1√
K

sin
(√

Ks
)

−
√
K sin

(√
Ks

)
cos

(√
Ks

)



(2-44)

となる. ここで,
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n=0

(−1)
n
(√

Ks
)2n

(2n)!
= cos

(√
Ks

)
(2-45)

∞∑
n=0

(−1)
n
(√

Ks
)2n+1

(2n+ 1)!
= sin

(√
Ks

)
(2-46)

(S2H)2m = (−K)mI (2-47)
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を利用した.

式 (2-44) について, K = k2 と置けば, 式 (2-30) と
同じ形になることがわかる. これが 4 極磁石 (Focus)

の場合の転送行列で,
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Ks

)
1√
K

sin
(√

Ks
)

−
√
K sin

(√
Ks

)
cos

(√
Ks

)



(2-49)

Ty =


 cosh

(√
Ks

)
1√
K

sinh
(√

Ks
)

−
√
K sinh

(√
Ks

)
cosh

(√
Ks

)



(2-50)

となる. またK < 0のとき,つまり 4極磁石がDefocus
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を使って,

(
αT (s+ L) βT (s+ L)
−γT (s+ L) −αT (s+ L)

)

=

(
m11 m12

m21 m22

)

·
(

αT (s) βT (s)
−γT (s) −αT (s)

)

·
(

m22 −m12

−m21 m11

)
(2-68)

と書け, 整理すると,




βT

αT

γT




s+L

=




m2
11 −2m11m12 m2

12

−m11m21 1 +m12m21 −m12m22

m2
21 −2m21m22 m2

22




·




βT

αT

γT




s
(2-69)

とも表現できる. ここで T21 もシンプレクティック
であり, det(T21) = 1 であることを使っている. この
T21 には先に紹介したような各 elementの転送行列 (式
(2-49) - (2-56)) を適用することができる. 例えば, ド
リフトスペースであれば, x, y とも,

T21 =

(
m11 m12

m21 m22

)
(2-70)

=

(
1 L
0 1

)
(2-71)

となるので,

βT (s+ L) = βT (s)− 2LαT (s) + L2γT (s) (2-72)

αT (s+ L) = −LαT (s) (2-73)

γT (s+ L) = γT (s) (2-74)

となる.

2.9 横方向振動の厳密解: ベータトロン振動

2.5節では, 式 (2-24), (2-25),

d2x

ds2
+

(
1

ρ2
+ k1(s)

)
x = 0 (2-75)

d2y

ds2
− k1(s)y = 0 (2-76)

の k1(s)を sに依存しない定数として見ることで, ごく
一般的な調和振動子の形に落ち着く, ということを見

Figure 4 点 1から点 2+C までの転送

た. 本節では式 (2-75), (2-76) の s 依存性から逃げず
に, 厳密に解こうと思う.

まずは式 (2-75), (2-76)をまとめて,

d2x

ds2
+K(s)x = 0 (2-77)

とおく. K(s)はリングの構成で決まるので,

K(s+ C) = K(s) (2-78)

という周期性を持つ. このようなとき, 式 (2-77) を
Hill の方程式という. y(s) が式 (2-77) の解であると
き, K(s + C) = K(s) の関係を使えば y(s + C) も式
(2-77)の解であることがわかる. 独立な 2つの解 y1(s)

と y2(s)があるとき,

y(s) = ay1(s) + by2(s) (2-79)

も解となり,

y′(s) = ay′1(s) + by′2(s) (2-80)

y(0) = ay1(0) + by2(0) (2-81)

y′(0) = ay′1(0) + by′2(0) (2-82)

も成立する. 従って, ある行列 Aを使うと,

(
y1(s+ C)
y2(s+ C)

)
= A

(
y1(s)
y2(s)

)
(2-83)

が成り立つことがわかる. Aの固有値を ea1 , ea2 , その
時の固有ベクトルを v1, v2 とし,

D =

(
ea1 0
0 ea2

)
(2-84)

V =
(
v1 v2

)
(2-85)

とすると,

AV = DV (2-86)

V −1AV = D (2-87)

V −1A = DV −1 (2-88)
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であることを使うと,

(
y1(s+ C)
y2(s+ C)

)
= A

(
y1(s)
y2(s)

)
(2-89)

V −1

(
y1(s+ C)
y2(s+ C)

)
= V −1A

(
y1(s)
y2(s)

)
(2-90)

= DV −1

(
y1(s)
y2(s)

)
(2-91)

が成立し,

y(s+ C) = eay(s) (2-92)

という解が存在するということがわかる.

ここで,

Z(s) = e−as/Cy(s) (2-93)

なるものを考えると, 式 (2-92)を使えば,

Z(s+ C) = e−a(s+C)/Cy(s+ C) (2-94)

= e−as/Ce−ay(s+ C) (2-95)

= e−as/Cy(s) (2-96)

= Z(s) (2-97)

となることがわかる. つまり,

y(s) = eas/CZ(s) (2-98)

が式 (2-77)の解となり, Z(s + C) = Z(s)という周期
性を持つことがわかる. これを Floquetの定理 (フロ
ケーの定理)という.

ここで 2.8節で紹介したリングのある点 sから 1周す
る転送行列 T (s)について思い出してみる. 長々と y(s)

というものについて考えてきたが, 元を正せばこれは式
(2-77) の解であり, つまり位置座標である*7. 従って,

y(s)は 1周の転送行列 T (s)を使って,

y(s+ C) = T (s)y(s) (2-99)

がもちろん成立する. ここで式 (2-83) - (2-92) までの
展開を振りかえれば, 式 (2-83)の行列 Aに対応するの
は T (s)である. そこで式 (2-61), (2-62)を使って固有
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λ1,2 = e±i2πν (2-100)

*7 ここで y(s) を使ったがためにややこしくなってしまったが,

y(s)は垂直方向位置だけを指しているのでなく, 水平の x, 垂
直の y の両方を代弁している関数である.

となる. 従って, 式 (2-92), (2-98)の aに式 (2-100)を
代入すると,

y1,2(s+ C) = e±i2πνy1,2(s) (2-101)

y1,2(s) = e±i2πνs/CZ1,2(s) (2-102)

が得られる. ここで,

Z(s) = |Z(s)|eiϕ(s) = ω(s)eiϕ(s) (2-103)

と置くと,

y1,2(s) = ω(s)e±iψ(s) (2-104)

ψ(s) = 2πν
s

C
+ ϕ(s) (2-105)

となる. また,

ω(s+ C) = ω(s) (2-106)

ϕ(s+ C) = ϕ(s) + 2π(ν + n) (2-107)

が満たされており,

∆ψ = ψ(s+ C)− ψ(s) (2-108)

= 2π(2ν + n) (2-109)

となる.

式 (2-104)を式 (2-77)に代入すると eiψ は消え,

ω′′ ± 2iω′ψ′ − ωψ′2 ± iωψ′′ +Kω = 0 (2-110)

となる. ここで実数部と虚数部に分けてそれぞれが 0

になると考えると,

2ω′ψ′ + ωψ′′ = 0 (2-111)

ω′′ − ωψ′2 +Kω = 0 (2-112)

となる. 式 (2-111)について,

2ω′ψ′ + ωψ′′ =
(ψ′ω2)′

ω
(2-113)

= 0 (2-114)

より,

ψ′ω2 = Const. (2-115)

となり, 式 (2-104) の ω にはその大きさに不定性が許
されているので,

ψ′ω2 = 1 (2-116)

と置く.

を使って,

(
αT (s+ L) βT (s+ L)
−γT (s+ L) −αT (s+ L)

)

=

(
m11 m12

m21 m22

)

·
(

αT (s) βT (s)
−γT (s) −αT (s)

)

·
(

m22 −m12

−m21 m11

)
(2-68)

と書け, 整理すると,




βT

αT

γT




s+L
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−m11m21 1 +m12m21 −m12m22
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22


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βT

αT

γT




s
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とも表現できる. ここで T21 もシンプレクティック
であり, det(T21) = 1 であることを使っている. この
T21 には先に紹介したような各 elementの転送行列 (式
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)
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βT (s+ L) = βT (s)− 2LαT (s) + L2γT (s) (2-72)
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d2x

ds2
+

(
1

ρ2
+ k1(s)

)
x = 0 (2-75)

d2y

ds2
− k1(s)y = 0 (2-76)

の k1(s)を sに依存しない定数として見ることで, ごく
一般的な調和振動子の形に落ち着く, ということを見

Figure 4 点 1から点 2+C までの転送

た. 本節では式 (2-75), (2-76) の s 依存性から逃げず
に, 厳密に解こうと思う.

まずは式 (2-75), (2-76)をまとめて,
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ds2
+K(s)x = 0 (2-77)

とおく. K(s)はリングの構成で決まるので,

K(s+ C) = K(s) (2-78)

という周期性を持つ. このようなとき, 式 (2-77) を
Hill の方程式という. y(s) が式 (2-77) の解であると
き, K(s + C) = K(s) の関係を使えば y(s + C) も式
(2-77)の解であることがわかる. 独立な 2つの解 y1(s)

と y2(s)があるとき,

y(s) = ay1(s) + by2(s) (2-79)

も解となり,

y′(s) = ay′1(s) + by′2(s) (2-80)

y(0) = ay1(0) + by2(0) (2-81)

y′(0) = ay′1(0) + by′2(0) (2-82)

も成立する. 従って, ある行列 Aを使うと,

(
y1(s+ C)
y2(s+ C)

)
= A

(
y1(s)
y2(s)

)
(2-83)

が成り立つことがわかる. Aの固有値を ea1 , ea2 , その
時の固有ベクトルを v1, v2 とし,

D =

(
ea1 0
0 ea2

)
(2-84)

V =
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(2-85)

とすると,

AV = DV (2-86)

V −1AV = D (2-87)

V −1A = DV −1 (2-88)
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今, リングのある点 sの (x, x′)が,

x0 =

(
x0

x′
0

)
(2-117)

であったとし, 1周後,

x1 =

(
x1

x′
1

)
(2-118)

となったと考える. これまでの議論から x0 は,

x0 = Y0

(
a
b

)
(2-119)

=

(
y1 y2
y′1 y′2

)

0

(
a
b

)
(2-120)

と置け,

x1 = T (s)x0 (2-121)

= T (s)

(
y1 y2
y′1 y′2

)

0

(
a
b

)
(2-122)

=

(
y1 y2
y′1 y′2

)

1

(
a
b

)
(2-123)

= Y1

(
a
b

)
(2-124)

が成立する. 式 (2-119), (2-124)から,

Y −1
0 x0 = Y −1

1 x1 (2-125)

が成立していることがわかり,

x1 = Y1Y
−1
0 x0 (2-126)

となる. 式 (2-104)を使うと, 紙面に収まらないので途
中式は省くが,

Y1Y
−1
0 (2-127)

=

(
y1(s+ C) y2(s+ C)
y′1(s+ C) y′2(s+ C)

)

· 1

y1(s)y′2 − y2(s)y1(s)

(
y′2(s) −y2(s)
−y′1(s) y1(s)

)

=

(
y1(s+ C) y2(s+ C)
y′1(s+ C) y′2(s+ C)

)

· i

2ω2ψ′(s)

(
y′2(s) −y2(s)
−y′1(s) y1(s)

)
(2-128)

=

(
cos∆ψ − ωω′ sin∆ψ ω2 sin∆ψ

− 1+(ωω′)2

ω2 sin∆ψ cos∆ψ + ωω′ sin∆ψ

)

(2-129)

となる. 途中で式 (2-116) の関係を使った. 式 (2-121)

より,

T (s) = Y1Y
−1
0 (2-130)

であるから,

(
cos∆ψ − ωω′ sin∆ψ ω2 sin∆ψ

− 1+(ωω′)2

ω2 sin∆ψ cos∆ψ + ωω′ sin∆ψ

)

=

(
cos(2πν) + αT (s) sin(2πν)

−γT (s) sin(2πν)

βT (s) sin(2πν)
cos(2πν)− αT (s) sin(2πν)

)

(2-131)

となるため, 各節を比較することで,

ω2 = βT > 0 (2-132)

ωω′ = −αT (2-133)

∆ψ = 2π(ν + ℓ) (2-134)

となる. 式 (2-132)より,

ω =
√
βT (2-135)

が, 式 (2-132)と (2-133)より,

β′
T = −2αT (2-136)

が, 式 (2-116), (2-132)から,

ψ(s) =

∫ s

0

ds′

βT (s′)
+ ψ0 (2-137)

が導かれる. また式 (2-104)を使って最終的な解の形を
実数部を取って整理すると,

y(s) = Re (ay1(s) + by2(s)) (2-138)

= Re
(
aω(s)eiψ(s) + bω(s)e−iψ(s)

)
(2-139)

= Re ((a+ b)ω(s) cosψ(s)

+i(a− b)ω(s) sinψ(s)) (2-140)

= (a+ b)
√

βT (s) cosψ(s) (2-141)
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となる. 同様に y′(s)についても計算すると,

y′(s) = Re (ay′1(s) + by′2(s)) (2-142)

= Re
(
aω′(s)eiψ(s) + iaω(s)eiψ(s)ψ′(s)

+bω′(s)e−iψ(s) − ibω(s)e−iψ(s)ψ′(s)
)

= Re [{(a+ b)ω′(s) cosψ(s)

−(a+ b)ω(s)ψ′(s) sinψ(s)}
+ i {(a− b)ω′(s) sinψ(s)

+(a− b)ω(s)ψ′(s) cosψ(s)}]
= (a+ b) {ω′(s) cosψ(s)− ω(s)ψ′(s) sinψ(s)}

= (a+ b)

(
− αT (s)√

βT (s)
cosψ(s)

− 1

βT (s)
ω(s)ψ′(s) sinψ(s)

)

= − a+ b√
βT (s)

(αT (s) cosψ(s)− sinψ(s))

= − a+ b√
βT (s)

(αT (s) cosψ(s)− sinψ(s))

= −(a+ b)
√
γT (s) sin

(
ψ(s) + tan−1

(
1

αT (s)

))

(2-143)

となる. ここで a+ b = Aと置き, また初期位相を付与
すると, 最終的な形として,

y(s) = A
√

βT (s) cos (ψ(s) + ψ0) (2-144)

y′(s) = − A√
βT (s)

(αT (s) cos(ψ(s) + ψ0)

− sin(ψ(s) + ψ0)) (2-145)

= −A
√

γT (s) sin (ψ(s) + ψ′
0) (2-146)

となる.

2.10 クーラン・シュナイダー不変量

前節の Aという量について考えるために,

W (s) = XT (s)ST
2 J(s)X(s) (2-147)

= γTx
2 + 2αTxx

′ + βTx
′2 (2-148)

という量を考える. 式 (2-148) に先の式 (2-144),

(2-145)を代入すると,

W (s) = γT (s)A
2βT (s) cos

2 (ψ(s) + ψ0) (2-149)

− 2A2αT (s) cos (ψ(s) + ψ0)

· (αT (s) cos (ψ(s) + ψ0) + sin (ψ(s) + ψ0))

+A2 (αT (s) cos (ψ(s) + ψ0) + sin (ψ(s) + ψ0))
2

= A2 (2-150)

Figure 5 T (s), Tϵ, T (s+ ϵ)の関係.

となり, s の依存性は消える. つまりこの W (s) は
リングのどこの点においても保存される. これを
Courant-Snyder Invariant (クーラン・シュナイ
ダー不変量, 以後 CS不変量)と呼ぶ. これは水平方向
(x), 垂直方向 (y)のそれぞれで保存される量であり, 一
般にエミッタンス (εx, εy)と呼ばれ, ベータトロン振動
の振幅を特徴付ける量となる.

W (s) が保存することは, 以下からもわかる. リン
グのある点 s から微小量 ϵ 進んだ 1 周分の転送行列
T (s+ ϵ)を Fig.5のようにして考えると,

T (s+ ϵ)Tϵ = TϵT (s) (2-151)

が成立する. ここで, J は T (s)同様に,

J(s+ ϵ) = TϵJ(s)T
−1
ϵ (2-152)

が成立する. これを使うと, 点 sから微小量 ϵ進んだ先
のW (s+ ϵ)が,

W (s+ ϵ) = XT (s+ ϵ)ST
2 J(s+ ϵ)X(s+ ϵ) (2-153)

= XT (s)TT
ϵ ST

2 TϵJ(s)T
−1
ϵ TϵX(s) (2-154)

= X(s)ST
2 J(s)X(s) (2-155)

= W (s) (2-156)

と微小転送する前と一致するということがわかる.

2.11 誤差を考慮した軌道方程式

ここまで, 式 (2-24)で表される軌道方程式の解として,

ベータトロン振動の解の形を求めた. ここで, 軌道方程
式に誤差が与える影響について考えてみよう. 基準運
動量 p0, 偏向磁石磁場 B がそれぞれ p0 → p0 + ∆p,

B → B +∆B とすると, 式 (2-26)は,

d2x

ds2
+

K(s)

1 + ∆p/p0
x =

1

ρ

∆p

p
− 1

ρ

∆B

B
(2-157)

と書き換えられ, 右辺に非斉次項が発生する. 右辺が 0

であった場合の解がベータトロン振動であり, その解

今, リングのある点 sの (x, x′)が,

x0 =

(
x0

x′
0

)
(2-117)

であったとし, 1周後,

x1 =

(
x1

x′
1

)
(2-118)

となったと考える. これまでの議論から x0 は,

x0 = Y0

(
a
b

)
(2-119)

=

(
y1 y2
y′1 y′2

)

0

(
a
b

)
(2-120)

と置け,

x1 = T (s)x0 (2-121)

= T (s)

(
y1 y2
y′1 y′2

)

0

(
a
b

)
(2-122)

=

(
y1 y2
y′1 y′2

)

1

(
a
b

)
(2-123)

= Y1

(
a
b

)
(2-124)

が成立する. 式 (2-119), (2-124)から,

Y −1
0 x0 = Y −1

1 x1 (2-125)

が成立していることがわかり,

x1 = Y1Y
−1
0 x0 (2-126)

となる. 式 (2-104)を使うと, 紙面に収まらないので途
中式は省くが,

Y1Y
−1
0 (2-127)

=

(
y1(s+ C) y2(s+ C)
y′1(s+ C) y′2(s+ C)

)

· 1

y1(s)y′2 − y2(s)y1(s)

(
y′2(s) −y2(s)
−y′1(s) y1(s)

)

=

(
y1(s+ C) y2(s+ C)
y′1(s+ C) y′2(s+ C)

)

· i

2ω2ψ′(s)

(
y′2(s) −y2(s)
−y′1(s) y1(s)

)
(2-128)

=

(
cos∆ψ − ωω′ sin∆ψ ω2 sin∆ψ

− 1+(ωω′)2

ω2 sin∆ψ cos∆ψ + ωω′ sin∆ψ

)

(2-129)

となる. 途中で式 (2-116) の関係を使った. 式 (2-121)

より,

T (s) = Y1Y
−1
0 (2-130)

であるから,

(
cos∆ψ − ωω′ sin∆ψ ω2 sin∆ψ

− 1+(ωω′)2

ω2 sin∆ψ cos∆ψ + ωω′ sin∆ψ

)

=

(
cos(2πν) + αT (s) sin(2πν)

−γT (s) sin(2πν)

βT (s) sin(2πν)
cos(2πν)− αT (s) sin(2πν)

)

(2-131)

となるため, 各節を比較することで,

ω2 = βT > 0 (2-132)

ωω′ = −αT (2-133)

∆ψ = 2π(ν + ℓ) (2-134)

となる. 式 (2-132)より,

ω =
√
βT (2-135)

が, 式 (2-132)と (2-133)より,

β′
T = −2αT (2-136)

が, 式 (2-116), (2-132)から,

ψ(s) =

∫ s

0

ds′

βT (s′)
+ ψ0 (2-137)

が導かれる. また式 (2-104)を使って最終的な解の形を
実数部を取って整理すると,

y(s) = Re (ay1(s) + by2(s)) (2-138)

= Re
(
aω(s)eiψ(s) + bω(s)e−iψ(s)

)
(2-139)

= Re ((a+ b)ω(s) cosψ(s)

+i(a− b)ω(s) sinψ(s)) (2-140)

= (a+ b)
√
βT (s) cosψ(s) (2-141)
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を xβ とする. 右辺の運動量誤差に対応する特解を xϵ,

誤差磁場に対応する特解を xCOD とすると, 式 (2-157)

の一般解は,

x = xβ + xϵ + xCOD (2-158)

で与えられる.

xCODの “COD”はClosed Orbit Distortion (閉
軌道歪み)という意味で, 誤差磁場がない理想的なリン
グ 1周の閉軌道に対し, 誤差磁場の影響で成立した新た
な閉軌道のことである. 実際に誤差磁場の影響でリン
グの CODは設計からずれるが, 補正電磁石により修正
され, 設計軌道に近づく. また, リング型放射光加速器
では放射光の利用者がビームライン下流で観測する放
射光の位置を調整するため, 積極的に補正電磁石を利用
し, 設計軌道からずれた COD に設定することもある.

本稿では以降 xCOD = 0として話を進める.

xϵ については次節でより詳しく説明するが, xϵ =

η∆p/pと表され, 一般に電子ビームのサイズ σx は先の
ベータトロン振動と合わせて,

σx =

√
εxβTx +

(
η
∆p

p

)2

(2-159)

で表される. η については次節で説明するが, 上式より,

ビームサイズの大きさには様々なパラメータが寄与す
ることがわかると思う. 第 1章で触れたように, 輝度を
上げるにはこの電子ビームのビームサイズを低減する
ことが必要となる.

2.12 分散 (Dispersion)

リングを周回している電子が基準運動量 p0 からずれた
運動量,

p = p0 +∆p (2-160)

を持って, 偏向磁石を通過する場合を考えよう. 式
(2-13) から運動量 p のずれによって異なる曲率半径を
持ち, 偏向磁石に x = 0, x′ = 0 で入射したとしても,

出口で xと x′ が 0以外の値を持つことは容易に想像が
つく. 運動方程式 (2-22)の pに対し, 式 (2-160)を代入
すると,

d2x

ds2
+K(s)x =

1

ρ(s)

∆p

p
(2-161)

と求まる. ここでは偏向磁石の寄与のみがあるため,

K(s) = 1/ρ2 である.

∆p/p = 0の場合, 式 (2-161)は

d2x

ds2
+

x

ρ2
= 0 (2-162)

と調和振動子のシンプルな斉次微分方程式の形になり,

斉次解は,

x = A cos
s

ρ
+B sin

s

ρ
(2-163)

となり, x′ についても,

x′ = −A

ρ
sin

s

ρ
+

B

ρ
cos

s

ρ
(2-164)

となる. 一方,

d2x

ds2
+

x

ρ2
=

1

ρ

∆p

p
(2-165)

の特殊解 xp についてもすぐに,

xp = ρ
∆p

p
(2-166)

が見つかる. 従って一般解は,

x = A cos
s

ρ
+B sin

s

ρ
+ ρ

∆p

p
(2-167)

x′ = −A

ρ
sin

s

ρ
+

B

ρ
cos

s

ρ
(2-168)

となる. ここで s = 0で x = x0, x
′ = x′

0 であることを
使うと,

A = x0 − ρ
∆p

p
(2-169)

B = ρx′
0 (2-170)

と求められるので, これを式 (2-167), (2-168)に代入し
て整理すると,




x
x′

∆p/p




1

=




cos s
ρ ρ sin s

ρ ρ
(
1− cos s

ρ

)

− 1
ρ sin

s
ρ cos s

ρ sin s
ρ

0 0 1




·




x
x′

∆p/p




0

(2-171)

と, 求まる. ここで, この運動量のずれで決まる基準軌
道からのずれ xϵ とその角度 x′

ϵ を, 新たに導入する分
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散関数 (Dispersion Function)η(s), η′(s)を使って,

xϵ = η
∆p

p
(2-172)

xϵ = η′
∆p

p
(2-173)

と定義すると, 式 (2-171)について,




x
x′

∆p/p


 →




η
η′

1


 (2-174)

と書き換えることができる. 試しに η0 = 0, η′0 = 0 か
ら式 (2-171)を使って η1, η

′
1 を計算すると,

η1 = ρ(1− cos θ) (2-175)

η1 = sin θ (2-176)

となり, η = 0, η′ = 0 の始状態から分散と分散の微分
が 0 以外の値を持つことがわかる. ここで偏向磁石の
長さを ℓとして θ = ℓ/ρという関係を使った.

これまで偏向磁石におけるケースを考えてきたが, 4

極磁石の場合式 (2-161)の右辺, 非斉次項は偏向磁石が
ないため 0になる. 従って, 4極磁石の場合の分散関数
の転送行列は, Focus のときであれば式 (2-49) と同値
なる. つまり偏向磁石と異なり, 0から分散を生む効果
はないが, 分散が 0以外であった場合, 分散に対する効
果が発生する.

2.13 Momentum Compaction Factor

前節で見たように, 基準運動量からずれた電子は基準軌
道からずれた軌道を新たな閉軌道として周回する. こ
こではその新たな周回軌道の量について考える.

この運動量差から来る周回軌道長の差 ∆C を, 新た
に定義するMomentum Compaction Factor αm

を使って,

∆C

C
= αm

∆p

p
(2-177)

と表現することとする*8. ここである 1 つの偏向磁石
での軌道差について考えてみる (Fig.6).

運動量 p = p0 +∆pを持った電子が偏向磁石内で取

*8 他の αと差別化するため, mの添字を付与した.

る軌道長 dℓは,

dℓ =
√
(dℓ′)2 + (x′dℓ′)2 (2-178)

=

√
{(ρ+ x)dθ}2 + (1 + x′2) (2-179)

=
√

(ρ+ x)2(1 + x′2) · dθ (2-180)

∼ (ρ+ x)dθ (2-181)

=

(
1 +

x

ρ

)
ρdθ (2-182)

=

(
1 +

x

ρ

)
ds (2-183)

と計算できる. ここで第 3 式から第 4 式に移る際,

∆p/pの 2次以降を無視した. 基準軌道との軌道差は,

dℓ− ds =
x

ρ
ds (2-184)

と計算できるので, リング 1周分の軌道差 ∆C は,

∆C =

∮
x

ρ
ds (2-185)

=
∆p

p

∮
η(s)

ρ(s)
ds (2-186)

と求められる. ここで式 (2-186) を見てわかるように,

積分の中には 1/ρ(s)があるため, 単純な 4極磁石など
は∆C に寄与しない. これらより, 式 (2-177)の定義か
ら αm は,

αm =
∆C/C

∆p/p
(2-187)

=
1

C

∮
η(s)

ρ(s)
ds (2-188)

と求められる.

2.14 運動量差による Tune-Shift と Chromatic-
ity(色収差)

前節では運動量にずれがある場合の軌道差について
議論したが, 本節ではベータトロン振動でも議論した
チューン ν への影響について考え, その影響を補正す
る方法について紹介する.

まずは運動量にずれがあるときにチューン ν = µ/2π

がどれだけずれるのかを見積もる. このチューンのず
れのことを tune-shiftといい, 本節で触れる運動量差
以外にも様々な要因がある.

Focusの 4極磁石の転送行列は式 (2-49)で示したよ
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で与えられる.

xCODの “COD”はClosed Orbit Distortion (閉
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本稿では以降 xCOD = 0として話を進める.

xϵ については次節でより詳しく説明するが, xϵ =

η∆p/pと表され, 一般に電子ビームのサイズ σx は先の
ベータトロン振動と合わせて,

σx =

√
εxβTx +

(
η
∆p

p

)2

(2-159)

で表される. η については次節で説明するが, 上式より,

ビームサイズの大きさには様々なパラメータが寄与す
ることがわかると思う. 第 1章で触れたように, 輝度を
上げるにはこの電子ビームのビームサイズを低減する
ことが必要となる.

2.12 分散 (Dispersion)

リングを周回している電子が基準運動量 p0 からずれた
運動量,

p = p0 +∆p (2-160)

を持って, 偏向磁石を通過する場合を考えよう. 式
(2-13) から運動量 p のずれによって異なる曲率半径を
持ち, 偏向磁石に x = 0, x′ = 0 で入射したとしても,

出口で xと x′ が 0以外の値を持つことは容易に想像が
つく. 運動方程式 (2-22)の pに対し, 式 (2-160)を代入
すると,

d2x

ds2
+K(s)x =

1

ρ(s)

∆p

p
(2-161)

と求まる. ここでは偏向磁石の寄与のみがあるため,

K(s) = 1/ρ2 である.

∆p/p = 0の場合, 式 (2-161)は

d2x

ds2
+

x

ρ2
= 0 (2-162)

と調和振動子のシンプルな斉次微分方程式の形になり,

斉次解は,

x = A cos
s

ρ
+B sin

s

ρ
(2-163)

となり, x′ についても,

x′ = −A

ρ
sin

s

ρ
+

B

ρ
cos

s

ρ
(2-164)

となる. 一方,

d2x

ds2
+

x

ρ2
=

1

ρ

∆p

p
(2-165)

の特殊解 xp についてもすぐに,

xp = ρ
∆p

p
(2-166)

が見つかる. 従って一般解は,

x = A cos
s

ρ
+B sin

s

ρ
+ ρ

∆p

p
(2-167)

x′ = −A

ρ
sin

s

ρ
+

B

ρ
cos

s

ρ
(2-168)

となる. ここで s = 0で x = x0, x
′ = x′

0 であることを
使うと,

A = x0 − ρ
∆p

p
(2-169)

B = ρx′
0 (2-170)

と求められるので, これを式 (2-167), (2-168)に代入し
て整理すると,




x
x′

∆p/p




1

=




cos s
ρ ρ sin s

ρ ρ
(
1− cos s

ρ

)

− 1
ρ sin

s
ρ cos s

ρ sin s
ρ

0 0 1




·




x
x′

∆p/p




0

(2-171)

と, 求まる. ここで, この運動量のずれで決まる基準軌
道からのずれ xϵ とその角度 x′

ϵ を, 新たに導入する分
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Figure 6 運動量 p = p0 +∆pを持った電子が偏向磁石
内で取る軌道.

うに,

Tf =


 cos

(√
Ks

)
1√
K

sin
(√

Ks
)

−
√
K sin

(√
Ks

)
cos

(√
Ks

)



(2-189)

であるが, ここで 4極磁石の磁極長を Lとし, LK を維
持したまま L → 0の極限を考えると*9,

Tf |L→0 =

(
1 0
−k 1

)
(2-190)

となる. ここで KL = k とした. ちなみにこの操作を
Thin Lens近似と呼び, 簡易的な見積もりのときによ
く使われる. Defocusの場合は,

Td|L→0 =

(
1 0
k 1

)
(2-191)

となり, T21 成分の符号が反転する形となる.

ある点である 4 極成分 k が追加で発生した時, 元の
1周分の転送行列 T0 は, 先のような長さ無限小の thin

lens な 4 極成分による転送行列 Tk の修正を受けて新

*9 つまり focusing power の総量は変わらないが, focusing 作
用がある 1点に凝縮されているようなイメージである.

たな 1周分の転送行列 T ′ となり,

T ′ = TkT0 (2-192)

が成立する. 行列をあらわに書くと,

(
cosµ+ αT sinµ βT sinµ

−γT sinµ cosµ− αT sinµ

)

=

(
1 0
−k 1

)

·
(

cosµ0 + αT0 sinµ0 βT0 sinµ0

−γT0 sinµ0 cosµ0 − αT0 sinµ0

)

(2-193)

となり, チューン µがオリジナルの µ0 からどれくらい
変わるかを見積もる. T の固有方程式*10を式 (2-193)

に適用すると,

cosµ =
1

2
(T11 + T22) (2-194)

=
1

2
(2 cosµ0 − kβT0 sinµ0) (2-195)

となる. ここでチューンの変化 µ = µ0 +∆µについて,

チューンシフト量∆µは小さいとして, 式 (2-195)を展
開して ∆µの 1次までを計算すると,

∆ν =
kβT0

4π
(2-196)

が導かれる. ここで k = KL だったことを思い出し,

k = ∆Kdsと置き換えて積分形にすると,

∆ν =
1

4π

∫
∆KβT0(s)ds (2-197)

となる.

運動量が大きい方向にずれる時, つまり p = p0 +∆p

で ∆p > 0の時, 4極磁石の収束力は相対的に弱くなっ
たように見える. つまり,

K → K

1 + ∆p/p
(2-198)

∼ K −K
∆p

p
(2-199)

となり, 余剰な収束力 ∆K は,

∆K = −K
∆p

p
(2-200)

となる. これを式 (2-197)に代入すると,

∆ν = − 1

4π

∫
∆KβT0(s)ds ·

∆p

p
(2-201)

*10 その解は式 (2-100)であった.
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となる. この tune-shiftを運動量幅 ∆p/pで割った量,

ξ =
∆ν

∆p/p
(2-202)

を Chromaticity (色収差)と呼び, リング 1周分,

ξ = − 1

4π

∮
K1(s)βT0(s)ds (2-203)

をNatural Chromaticity と呼ぶ*11. 式 (2-201)が
x方向に収束力が付与された場合の chromaticityであ
り, y 方向については収束力が発散力に置き換わるの
で, 方向を明示して列挙すれば,

ξx = − 1

4π

∮
K1(s)βT0(s)ds (2-204)

ξy =
1

4π

∮
K1(s)βT0(s)ds (2-205)

となる.

リング型加速器には整数や半整数など, 振動が共鳴し
て振幅が増幅, ビームロスに陥る tune が存在する. 安
定的な tune の動作点を決めたとしても, 有限の ∆p/p

を持つ電子がこの色収差による tune-shift で不安定領
域に突入してしまっては実際の安定した運転は不可能
となる. そこで偏向磁石, 4 極磁石に次ぎ, 6 極磁石を,

この色収差の補正のために導入する.

6極磁石の磁場強度は,

Bx = 2a3xy (2-206)

By = a3(x
2 − y2) (2-207)

となるように設計, 製作される. このような磁場がある
ときの ξ への寄与を考える. 偏向磁石と 4 極磁石があ
る場合における運動方程式 (2-23) からの類推から, 水
平方向は,

d2x

ds2
= − a3

Bρ
(x2 − y2) (2-208)

= −λ(x2 − y2) (2-209)

という 6極磁石の運動方程式が成り立つ. ここで,

λ =
a3
2Bρ

(2-210)

として新たに λを導入した. y 方向も同様に,

d2y

ds2
= 2λxy (2-211)

*11 後述する 6極磁石による補正前の値, という意味である.

が成立する.

ここで, 6 極磁石が分散 η がある場所に設置されて
いると仮定すると, 理想的には ηy = 0 であることも
使って,

x = xε + xβ = ηx
∆p

p
+ xβ (2-212)

y = yε + yβ = yβ (2-213)

となる. さらに xβ = yβ = 0の時,

d2ηx
ds2

= −λη2x
∆p

p
(2-214)

が成立する. 式 (2-212), (2-213)を式 (2-209), (2-211)

に代入し, 式 (2-214)の関係を使って, xβ , yβ の 1次ま
でを整理すると,

d2xβ

ds2
= −2λη

∆p

p
xβ (2-215)

d2yβ
ds2

= 2λη
∆p

p
yβ (2-216)

が導かれる. つまり 6 極磁石を分散のあるところに設
置した場合, 式 (2-200)の形で書くと,

∆Kx = 2ληx
∆p

p
(2-217)

∆Ky = −2ληx
∆p

p
(2-218)

という収束力が得られる, ということを意味する. これ
を符号に注意して式 (2-204), (2-205)に組み込むと,

ξx =
1

4π

∮
(2λ(s)ηx(s)−K1(s))βTx(s)ds (2-219)

ξy =
1

4π

∮
(K1(s)− 2λ(s)ηx(s))βTy(s)ds (2-220)

となり, chromaticityを制御することが可能となる. 式
(2-219), (2-220) にあるように, 6 極磁石による ξ の補
正量は 6 極磁場の強さ λ, 水平方向の分散 ηx, それぞ
れの βT に比例するので, まずは分散が大きなところに
6極磁石を設置するのが効果的である. また, それぞれ
補正したい ξ の βT が比較的大きいところに設置すれ
ば λを相対的に小さくすることができる. 一般に ξx と
ξy の 2 つをそれぞれ任意に制御したいので, 独立して
λを制御できる 6極磁石が 2 family以上必要となる.

2.15 縦方向の微小振動

これまでは横方向, つまり x と y の方向にまつわる運
動について説明してきたが, ここでは縦方向, つまり s

Figure 6 運動量 p = p0 +∆pを持った電子が偏向磁石
内で取る軌道.

うに,

Tf =


 cos

(√
Ks

)
1√
K

sin
(√

Ks
)

−
√
K sin

(√
Ks

)
cos

(√
Ks

)



(2-189)

であるが, ここで 4極磁石の磁極長を Lとし, LK を維
持したまま L → 0の極限を考えると*9,

Tf |L→0 =

(
1 0
−k 1

)
(2-190)

となる. ここで KL = k とした. ちなみにこの操作を
Thin Lens近似と呼び, 簡易的な見積もりのときによ
く使われる. Defocusの場合は,

Td|L→0 =

(
1 0
k 1

)
(2-191)

となり, T21 成分の符号が反転する形となる.

ある点である 4 極成分 k が追加で発生した時, 元の
1周分の転送行列 T0 は, 先のような長さ無限小の thin

lens な 4 極成分による転送行列 Tk の修正を受けて新

*9 つまり focusing power の総量は変わらないが, focusing 作
用がある 1点に凝縮されているようなイメージである.

たな 1周分の転送行列 T ′ となり,

T ′ = TkT0 (2-192)

が成立する. 行列をあらわに書くと,

(
cosµ+ αT sinµ βT sinµ

−γT sinµ cosµ− αT sinµ

)

=

(
1 0
−k 1

)

·
(

cosµ0 + αT0 sinµ0 βT0 sinµ0

−γT0 sinµ0 cosµ0 − αT0 sinµ0

)

(2-193)

となり, チューン µがオリジナルの µ0 からどれくらい
変わるかを見積もる. T の固有方程式*10を式 (2-193)

に適用すると,

cosµ =
1

2
(T11 + T22) (2-194)

=
1

2
(2 cosµ0 − kβT0 sinµ0) (2-195)

となる. ここでチューンの変化 µ = µ0 +∆µについて,

チューンシフト量∆µは小さいとして, 式 (2-195)を展
開して ∆µの 1次までを計算すると,

∆ν =
kβT0

4π
(2-196)

が導かれる. ここで k = KL だったことを思い出し,

k = ∆Kdsと置き換えて積分形にすると,

∆ν =
1

4π

∫
∆KβT0(s)ds (2-197)

となる.

運動量が大きい方向にずれる時, つまり p = p0 +∆p

で ∆p > 0の時, 4極磁石の収束力は相対的に弱くなっ
たように見える. つまり,

K → K

1 + ∆p/p
(2-198)

∼ K −K
∆p

p
(2-199)

となり, 余剰な収束力 ∆K は,

∆K = −K
∆p

p
(2-200)

となる. これを式 (2-197)に代入すると,

∆ν = − 1

4π

∫
∆KβT0(s)ds ·

∆p

p
(2-201)

*10 その解は式 (2-100)であった.
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方向, もしくは時間方向に関する運動について簡単にま
とめる. 特にここでは安定した点近傍の微小振動に限
定して説明を行う.

リングを周回する電子は偏向磁石や挿入光源などで
放射光を放出して, エネルギー U を失う. このエネル
ギーを補完するためにリングには高周波空洞 (RF 空
洞) が設置されている. RF 空洞は sin-like な振動電場
を持っており, エネルギー収支 0の同期した電子は,

eV0 = eV̂ sinϕ0 (2-221)

のエネルギーを RF 空洞からもらう. ここで V̂ は振
動電場 (電圧) の最大振幅である. この ϕ0 を同期位相
(synchronous phase)と呼ぶ. 非同期な電子は,

eV = eV̂ sinϕ (2-222)

という量のエネルギーをもらう.

電子の運動量が基準運動量 p0 よりも大きいとき, 式
(2-177)より αm > 0を仮定すると, 電子は “基準粒子”

よりも長い距離を走ることになる. 放射光源として稼
働するリング型加速器のエネルギーは前述の通り, 相対
論的極限にいるので電子の速度は光速 c と見なしてよ
く, RF空洞への到着時間が遅くなることになる. そう
すると, Fig.7を見てわかるように, 基準粒子よりも低い
エネルギーを受け取ることになり, エネルギーもしくは
到着タイミングの位相は安定点を中心に振動する. エ
ネルギーが低い場合はこの逆である. これを位相安定
性と呼び, リング型加速器において縦方向に安定して電
子を貯蔵できる重要なメカニズムである. また, この同
期位相を中心に縦方向振動していることをシンクロト
ロン振動と呼ぶ.

定性的であった上記説明をもう少し定量的に説明し
てみる. 基準粒子とのエネルギー差を ϵとすると, エネ
ルギー収支の時間変化は,

dϵ

dt
=

eV (τ)− U(ϵ)

T0
(2-223)

となる. ここで τ は Fig.7にあるように通常時刻 tの逆
符号で基準時間に対して到着時間が早いほど正に大き
くなり, RF 空洞の角振動数 ωrf を使うと ϕ0 = ωrfτ0

である. また放射エネルギー U を ϵ の関数である
ことを明示した. T0 は基準粒子の周回時間であり,

T0 = C/cである.

Figure 7 RF空洞に電子が到達するタイミングの関係.

基準粒子のエネルギー収支について考えれば, 式
(2-223)の分子は,

eV (0)− U(0) = 0 (2-224)

となる. ここで,

eV (τ) = eV (0) + eV̇ τ (2-225)

U(ϵ) = U(0) +
dU

dϵ
ϵ (2-226)

と置くと, 式 (2-223)は,

dϵ

dt
=

eV̇ τ − dU
dϵ ϵ

T0
(2-227)

と変形できる. また, 式 (2-177)より,

dt

T0
= αm

∆p

p
(2-228)

であり, ∆t = −∆τ とすれば, 最終的に,

dτ

dt
= −αm

ϵ

E0
(2-229)

が成立する. 式 (2-227), (2-229)から,

d2τ

dt2
+ 2αϵ

dτ

dt
+Ω2τ = 0 (2-230)

が導出される. ここで αϵ はシンクロトロン振動 (縦方
向)の減衰定数, Ωはシンクロトロン周波数と呼ばれ,

αϵ =
1

2T0

dU

dϵ
(2-231)

Ω =

√
αmeV̇

E0T0
(2-232)

である. 式 (2-230)の解を τ(t) = eλt と置くと,

λ1,2 = −αϵ ±
√
α2
ϵ − Ω2 (2-233)
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となるが, 一般に αm ≪ Ωであることから,

λ1,2 = −αϵ ± iΩ (2-234)

となり, 最終的に,

τ(t) = Ae−αϵt cos (Ωt− θ0) (2-235)

となる. e−αϵt の項はシンクロトロン振動の振幅が徐々
に小さくなっていく (dampしていく)ことを示してお
り, cos (Ωt− θ0) の項はシンクロトロン振動そのもの
で, まさに Ωがその振動数であることを示している. 式
(2-231)より, dU/dϵ = 0の場合, αϵ = 0となり振幅の
減衰効果はなくなり, 永遠に同じ振幅でシンクロトロン
振動が続くことを意味する.

2.16 放射積分

この後で具体的な表式を求める平衡エミッタンスなど,

放射光源リングの性能を議論する際に, 放射積分と呼ば
れる量,

I1 =

∮
ηx
ρ
ds (2-236)

I2 =

∮
1

ρ2
ds (2-237)

I3 =

∮
1

|ρ|3
ds (2-238)

I4 =

∮
1

ρ2

(
1

ρ
+ 2ρk1

)
ηxds (2-239)

I5 =

∮
H

|ρ|3
ds (2-240)

(2-241)

を使うといくつかの量の表現が楽になる. ここで H は,

H = (γT η
2 + 2αT ηη

′ + βT η
′2) (2-242)

である. これら放射積分を使うと, 先に導出した Mo-

mentum Compaction Factor αm は,

αm =
1

C

∮
ηx
ρ
ds (2-243)

=
I1
C

(2-244)

と書ける.

2.17 放射減衰

2.15節では dU/dϵ > 0 であるときに, シンクロトロン
振動の振幅が指数的に減少していくことを垣間見た.

本節では縦方向だけでなく横方向を含めた, 振動の減衰
について説明を行う.

2.17.1 放射パワーと放射エネルギー

基準エネルギー E0 を持つ電子が偏向磁石の垂直磁場
B0 下 (曲率半径 ρ) で曲げられたときに放出する放射
光パワー P0 は,

P0 =
2e4

3mec2

(
E0

mec2

)2

B2
0 (2-245)

=
2e2rec

3

3(mec2)3
E2

0B
2
0 (2-246)

で与えられる [2]. ここで re は電子の古典半径,

re =
e2

mc2
∼ 2.82× 10−15m (2-247)

である また, 基準運動量 p0 が p0 = eB0ρ と書けるこ
とを使って,

P0 =
2rec

3(mec2)3
E4

0

ρ
(2-248)

と書き換えることができる.

この “基準電子”がリング 1周する際に放出するエネ
ルギー U0 は P0 を周回時間 T0 の範囲で積分すること
で得られる. すなわち,

U0 =

∫ T0

0

P0dt (2-249)

=

∮
P0

ds

c
(2-250)

=
2reE

4
0

3(mec2)3

∮
1

ρ2
ds (2-251)

で計算できる. ここで放射積分 I2 を使うと, 式 (2-237)

より,

U0 =
2reE

4
0

3(mec2)3
I2 (2-252)

と表すことができる.

2.17.2 シンクロトロン振動の減衰

2.15節で説明したように, RF空洞による加速と周回軌
道差の関係から, 微小振動しているときの微分方程式は
式 (2-230)で表現される. シンクロトロン振動の減衰時
間 1/τϵ はシンクロトロン振動の減衰定数 αϵ の逆数と
して,

αϵ =
1

τϵ
=

1

2T0

dU

dϵ
(2-253)

で与えられ, dU/dϵ が計算できればその具体的な値を
求めることができる.
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ことを明示した. T0 は基準粒子の周回時間であり,
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基準粒子のエネルギー収支について考えれば, 式
(2-223)の分子は,

eV (0)− U(0) = 0 (2-224)

となる. ここで,
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と置くと, 式 (2-223)は,
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=
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(2-227)

と変形できる. また, 式 (2-177)より,
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(2-228)

であり, ∆t = −∆τ とすれば, 最終的に,
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が成立する. 式 (2-227), (2-229)から,
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+ 2αϵ
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が導出される. ここで αϵ はシンクロトロン振動 (縦方
向)の減衰定数, Ωはシンクロトロン周波数と呼ばれ,
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Ω =
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λ1,2 = −αϵ ±
√
α2
ϵ − Ω2 (2-233)

２－ 16 ２－ 17



これを求めるため, P0 の表式 (2-246)中の E0 と B0

がリング周回中に変化することを考慮し,

U =

∫ T

0

Pdt (2-254)

=

∮
P
dl

c
(2-255)

=
2e2rec

2

(mec2)3

∮
E2B2dℓ (2-256)

と書くことができる. こで dℓ は基準エネルギー E0

から ϵ ずれたエネルギーを持つ電子の軌道長で, 式
(2-183)を書き換えて,

dℓ =

(
1 +

ηx
ρ0

ϵ

E0

)
ds (2-257)

となる. また δx = ηxϵ/E0 ずれた軌道における磁場 B

は B を水平方向に ϵ/E の 1次まで展開して,

B = B0y +
dBy

dx
ηx

ϵ

E0
(2-258)

と求まる. これらを用いて, E0 → E0 + ϵ, B0 → B0 +

(dBy/dx)(ηxϵ/E0), dℓ → (1 + (ηx/ρ0)(ϵ/E0)) dsの 3

つの効果を式 (2-255)に反映させると,

U =
1

c

∮
P

(
E0 + ϵ, B0 +

dBy

dx
η

ϵ

E0

)

(
1 +

ηx
ρ0

ϵ

E0

)
ds

=
1

c

∮ (
P0 +

∂P

∂E0
ϵ+

∂P

∂B0

dBy

dx
ηx

ϵ

E0

)

(
1 +

ηx
ρ0

ϵ

E0

)
ds

= U0 +
ϵ

c

∮ (
∂P

∂E0
+

∂P

∂B0

dBy

dx

ηx
E0

+ P0
ηx

ρ0E0

)
ds (2-259)

となる. 従って,

dU

dϵ
=

1

c

∮ (
∂P

∂E0
+

∂P

∂B0

dBy

dx

ηx
E0

+ P0
ηx

ρ0E0

)
ds

=
1

c

∮ (
2P0

E0
+

2P0

B0

dBy

dx

ηx
E0

+ P0
ηx
ρ0

)
ds

=
1

cE0

∮
P0

{
2 +

(
1

ρ0
+ 2ρ0K1

)
ηx

}
ds

=
2reγ

3
r

3

∮ {
2

ρ20
+

1

ρ20

(
1

ρ0
+ 2ρ0K1

)
ηx

}
ds

(2-260)

となり,

1

τϵ
=

reγ
3
r

3T0

∮ {
2

ρ20
+

1

ρ20

(
1

ρ0
+ 2ρ0K1

)
ηx

}
ds

(2-261)

となる. ここで式 (2-237), (2-239)より放射積分 I2 と
I4 を使うと,

1

τϵ
=

reγ
3
r

3T0
(2I2 + I4) (2-262)

=
reγ

3
r

3T0
I2Jϵ (2-263)

となる. ここで,

Jϵ = 2 +
I4
I2

(2-264)

はシンクロトロン振動の Damping Partition

Number (減衰分配係数)と呼ばれる.

2.17.3 水平ベータトロン振動の減衰

横方向 (水平, 垂直) のベータトロン振動の減衰は, i)

RF 空洞における加速によって生じる発散角の減少と,

ii) 放射光放出によって減少したエネルギー分が分散
を通してベータトロン振動に変化を与えることによ
り説明される. このベータトロン振動の減衰とは, つ
まりベータトロン振動の振幅の減衰のことであり, 式
(2-144) - (2-146) で表されるように, CS 不変量 W の
減衰の様子, つまり dW/dtを求めることが目的となる.

以下, 各寄与について説明した後に, 最終的な水平ベー
タトロン振動の減衰時間 τx を見積もることとする.

i) RF空洞による効果

まずは RF 空洞でエネルギーを与えられる場面を考え
てみよう (Fig.8). リングを周回する際に失ったエネル
ギーを補うために RF 空洞で ϵ のエネルギーをもらう
と仮定すると, x′ は縦方向分のエネルギーが増えるた
め, 通過前を x′

s−, 通過後を x′
s+ とすると,

x′
s+ =

px
ps + ϵ

(2-265)

=
px

ps (1 + ϵ/ps)
(2-266)

∼ px
ps (1 + ϵ/E)

(2-267)

= x′
s−

1

1 + ϵ/E
(2-268)

∼ x′
s−

(
1− ϵ

E

)
(2-269)
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となり変化分は ∆x′ = −x′ϵ/E となる. ここで CS 不
変量の変化∆W を考えると,

∆Wd1 = W ′ −W (2-270)

=
(
γTx

2 + 2αTx(x
′ +∆x′) + βT (x

′ +∆x′)2
)

−
(
γTx

2 + 2αTxx
′ + βTx

′2) (2-271)

= 2αTx∆x′ + 2βTx
′∆x′ + β(∆x′)2 (2-272)

∼ 2αTx∆x′ + 2βTx
′∆x′ (2-273)

= −2(αTxx
′ + βTx

′2)
ϵ

E
(2-274)

となる. ここでベータトロン振動の表式 (2-144) -

(2-146) に立ち返って, 位相に対する平均を取ること
を考える. 例えば,

< x2 > =< WβT cos2 (ψ(s) + ψ0) > (2-275)

= WβT

〈
cos(2(ψ(s) + ψ0)) + 1

2

〉
(2-276)

=
WβT

2
(2-277)

となり, 同様に,

< x′2 > =
WγT
2

(2-278)

< xx′ > = −WαT

2
(2-279)

となる. これを使うと, リング 1周分の CS不変量の変
化量は,

< ∆Wd1 >

T0
= −2(αTxx

′ + βTx
′2)

ϵ

E
(2-280)

= −2

(
−Wα2

T

2
+

WβT γT
2

)
ϵ

T0E

= −W (βT γT − α2
T )

ϵ

T0E
(2-281)

= −W

T0

ϵ

E
(2-282)

= −W

T0

U0

E
(2-283)

となる.

ii) 分散による効果

次に分散があるところで, 電子が放射光を放出した場面
について考えてみる. このとき, x 及び x′ は滑らかに
変化するはずなので, ベータトロン振動と分散の寄与の
和は 0, つまり,

xβ + xϵ = 0 (2-284)

x′
β + x′

ϵ = 0 (2-285)

(2-286)

Figure 8 RF空洞前後における x′ の変化.

が成立する. 従って, 放射光放出による ϵのエネルギー
変化はベータトロン振動に転換され,

∆xβ = −ηx
ϵ

E0
(2-287)

∆x′
β = −η′x

ϵ

E0
(2-288)

となる. この影響で変化した CS不変量W ′ は,

W ′ = γT

(
x− η

ϵ

E

)2

+ 2αT

(
x− η

ϵ

E

)(
x′ − η′

ϵ

E

)

+ βT

(
x′ − η′

ϵ

E

)2

(2-289)

∼ γT

(
x2 − 2ηx

ϵ

E

)

+ 2αT

(
xx′ − η′x

ϵ

E
− ηx′ ϵ

E

)

+ βT

(
x′2 − 2η′x′ ϵ

E

)
(2-290)

となり,

∆Wd2 = −2γT ηx
ϵ

E
− 2αT

ϵ

E
(η′x+ ηx′)− 2βT η

′x′ ϵ

E

= −2η
ϵ

E
(γTx+ αTx

′)− 2η′
ϵ

E
(αTx+ βTx

′)

(2-291)

となる. ここで振幅 x を持つ電子が放射光を出して変
化するエネルギー ϵ を考える. シンクロトロン振動の
減衰と同様に, 放射パワー P について, 軌道長と磁場が
変わる効果を鑑みると,

ϵ = −P∆t (2-292)

= −P
dℓ

c
(2-293)

= −
(
P0 +

∂P

∂B

∂By

∂x
x

)(
1 +

x

ρ

)
ds

c
(2-294)

= −P0

(
1 +

2

B0

∂By

∂x
x

)(
1 +

x

ρ

)
ds

c
(2-295)

これを求めるため, P0 の表式 (2-246)中の E0 と B0

がリング周回中に変化することを考慮し,

U =

∫ T

0

Pdt (2-254)

=

∮
P
dl

c
(2-255)

=
2e2rec

2

(mec2)3

∮
E2B2dℓ (2-256)

と書くことができる. こで dℓ は基準エネルギー E0

から ϵ ずれたエネルギーを持つ電子の軌道長で, 式
(2-183)を書き換えて,

dℓ =

(
1 +

ηx
ρ0

ϵ

E0

)
ds (2-257)

となる. また δx = ηxϵ/E0 ずれた軌道における磁場 B

は B を水平方向に ϵ/E の 1次まで展開して,

B = B0y +
dBy

dx
ηx

ϵ

E0
(2-258)

と求まる. これらを用いて, E0 → E0 + ϵ, B0 → B0 +

(dBy/dx)(ηxϵ/E0), dℓ → (1 + (ηx/ρ0)(ϵ/E0)) dsの 3

つの効果を式 (2-255)に反映させると,

U =
1

c

∮
P

(
E0 + ϵ, B0 +

dBy

dx
η

ϵ

E0

)

(
1 +

ηx
ρ0

ϵ

E0

)
ds

=
1

c

∮ (
P0 +

∂P

∂E0
ϵ+

∂P

∂B0

dBy

dx
ηx

ϵ

E0

)

(
1 +

ηx
ρ0

ϵ

E0

)
ds

= U0 +
ϵ

c

∮ (
∂P

∂E0
+

∂P

∂B0

dBy

dx

ηx
E0

+ P0
ηx

ρ0E0

)
ds (2-259)

となる. 従って,

dU

dϵ
=

1

c

∮ (
∂P

∂E0
+

∂P

∂B0

dBy

dx

ηx
E0

+ P0
ηx

ρ0E0

)
ds

=
1

c

∮ (
2P0

E0
+

2P0

B0

dBy

dx

ηx
E0

+ P0
ηx
ρ0

)
ds

=
1

cE0

∮
P0

{
2 +

(
1

ρ0
+ 2ρ0K1

)
ηx

}
ds

=
2reγ

3
r

3

∮ {
2

ρ20
+

1

ρ20

(
1

ρ0
+ 2ρ0K1

)
ηx

}
ds

(2-260)

となり,

1

τϵ
=

reγ
3
r

3T0

∮ {
2

ρ20
+

1

ρ20

(
1

ρ0
+ 2ρ0K1

)
ηx

}
ds

(2-261)

となる. ここで式 (2-237), (2-239)より放射積分 I2 と
I4 を使うと,

1

τϵ
=

reγ
3
r

3T0
(2I2 + I4) (2-262)

=
reγ

3
r

3T0
I2Jϵ (2-263)

となる. ここで,

Jϵ = 2 +
I4
I2

(2-264)

はシンクロトロン振動の Damping Partition

Number (減衰分配係数)と呼ばれる.

2.17.3 水平ベータトロン振動の減衰

横方向 (水平, 垂直) のベータトロン振動の減衰は, i)

RF 空洞における加速によって生じる発散角の減少と,

ii) 放射光放出によって減少したエネルギー分が分散
を通してベータトロン振動に変化を与えることによ
り説明される. このベータトロン振動の減衰とは, つ
まりベータトロン振動の振幅の減衰のことであり, 式
(2-144) - (2-146) で表されるように, CS 不変量 W の
減衰の様子, つまり dW/dtを求めることが目的となる.

以下, 各寄与について説明した後に, 最終的な水平ベー
タトロン振動の減衰時間 τx を見積もることとする.

i) RF空洞による効果

まずは RF 空洞でエネルギーを与えられる場面を考え
てみよう (Fig.8). リングを周回する際に失ったエネル
ギーを補うために RF 空洞で ϵ のエネルギーをもらう
と仮定すると, x′ は縦方向分のエネルギーが増えるた
め, 通過前を x′

s−, 通過後を x′
s+ とすると,

x′
s+ =

px
ps + ϵ

(2-265)

=
px

ps (1 + ϵ/ps)
(2-266)

∼ px
ps (1 + ϵ/E)

(2-267)

= x′
s−

1

1 + ϵ/E
(2-268)

∼ x′
s−

(
1− ϵ

E

)
(2-269)
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となる. これを先の式 (2-291)に代入すると,

∆Wd2 =
2P0ds

cE0

(
1 +

2

B0

∂By

∂x
x

)(
1 +

1

ρ

)

· {η(γTx+ αTx
′) + η′(αTx+ βTx

′)}

=
2P0ds

cE0

(
1 +

1

ρ
+

2

B0

∂By

∂x
x+

2

ρB0

∂By

∂x
x2

)

· {η(γTx+ αTx
′) + η′(αTx+ βTx

′)}
(2-296)

となる. ここで先のベータトロン振動の平均の関係, 式
(2-277) - (2-279)と, さらに,

< x > = 0 (2-297)

< x′ > = 0 (2-298)

< x3 > = 0 (2-299)

< x2x′ > = 0 (2-300)

を使うと,

∆Wd2 =
2P0ds

cE0

(
1

ρ
+

2

B0

∂By

∂x

)

{
η(γTx

2 + αTxx
′) + η′(αTx

2 + βTx
′2)

}

=
P0ds

cE0

(
1

ρ
+

2

B0

∂By

∂x

)
Wη (2-301)

となる. これをリング 1周分積分し, 周回時間 T0 で割
ると, 再び放射積分 I4 を使い,

∆Wd2

T0
=

1

cT0E0

∮
P0

(
1

ρ
+ 2ρK1

)
ηWds (2-302)

=
2reγ

3
r

eT0
I4W (2-303)

となる.

iii) 2つの効果を合わせる

水平ベータトロン振動の振幅は
√
W に比例しており,

減衰定数 1/τx は,

1√
W

d
√
W

dt
=

1

2W

dW

dt
(2-304)

で求められる. “減衰” 定数であることから, 符号に気
をつけて∆W1 と ∆W2 を足し合わせると,

1

τx
=

1

2W

dWd

dt
(2-305)

=
1

2W

∆Wd1 +∆Wd2

T0
(2-306)

=
reγ

3
r

3T0
(I2 − I4) (2-307)

=
reγ

3
r

3T0
I2Jx (2-308)

となる. ここで,

Jx = 1− I4
I2

(2-309)

は水平ベータトロン振動の Damping Partition Num-

berである.

2.17.4 垂直ベータトロン振動の減衰

前項の水平ベータトロン振動では水平分散 ηx とその微
分 η′x が 0 でないことからその効果を考慮する必要が
あったが, 垂直方向の分散関数 ηy 及び η′y は一般には 0

である*12. 従って, CS不変量の変化量 ∆W は,

∆W = ∆Wd1 +∆Wd2 (2-310)

= ∆Wd1 (2-311)

となり, 減衰時間 τy は式 (2-307)から,

1

τy
=

reγ
3
r

3T0
I2 (2-312)

=
reγ

3
r

3T0
I2Jy (2-313)

となる. ここであえて y 方向ベータトロン振動の
Damping Partition Number を Jy = 1 として明示
した.

2.18 放射励起

前節では放射光の放出と RF 空洞でのエネルギー補充
の効果により, 縦方向も横方向も振動振幅が減衰してい
くことを説明した. この放射減衰の効果によっていつ
かは振動振幅は 0 (横方向で言えばエミッタンスが 0)

になりそうだが, 実際には放射光放出による効果, “放
射励起”によってある点でバランスを取り, 0にはなら
ない. 本節ではこの放射励起について簡単に説明を行

*12 実際には磁石磁場の設計値からのズレや設置誤差などから ηy
及び η′y は有限の値を取りうる.
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う. 先の放射減衰と同様に, 縦方向と横方向に分けて考
えてみよう.

2.18.1 光子の放出

ここでは電子が放出する光子の放射パワーに分布があ
ることを考えよう. 計算がかなり込み入ってくるので,

ここでは参考文献 [2, 3] などから得られた結果を引用
する.

臨界角周波数,

ωc =
3

2

cγ3
r

ρ
(2-314)

と, スペクトル関数,

S(ξ) =
9
√
3

8π
ξ

∫ ∞

ξ

K5/3(ξ̄)dξ̄ (2-315)

を使うと, 放射パワースペクトル P (ω)は,

P (ω) =
P0

ωc
S

(
ω

ωc

)
(2-316)

と書ける. ここで K5/3 は変形ベッセル関数であり, P0

は,

P0 =

∫ ∞

0

P (ω)dω (2-317)

である. また, 放出光子数スペクトルは,

n(u) =
P0

u2
c

F

(
u

uc

)
(2-318)

で与えられる. ここで,

uc = h̄ωc (2-319)

F (ξ) =
1

ξ
S(ξ) (2-320)

である. これを使うと全放出光子数は,

N =

∫ ∞

0

n(u)du (2-321)

で与えられ, 式 (2-318) を代入し, 積分を実行するこ
とで,

N =
15
√
3

8

P0

uc
(2-322)

が得られる. また平均光子エネルギーは,

< u > =
1

N

∫ ∞

0

un(u)du (2-323)

=
8

15
√
3
uc (2-324)

となり, 同様に平均二乗光子エネルギーは,

< u2 > =
1

N

∫ ∞

0

u2n(u)du (2-325)

=
11

27
u2
c (2-326)

となる. ここで,

N < u2 > =

∫ ∞

0

u2n(u)du (2-327)

= CuucP0 (2-328)

=
h̄c2

(mec2)3
3CuCγ

4π

E7

ρ3
(2-329)

=
55

24
√
3
reh̄mec

4 γ
7
r

ρ3
(2-330)

Cu =
55

24
√
3

(2-331)

Cγ =
4π

3

re
(mec2)3

(2-332)

という量を後のために与えておく.

2.18.2 光子放出によるシンクロトロン振動の励起

ここでは光子エネルギーを uという定数であるとし, こ
れがN 回放出されることを考える. 2.15節で説明した
ように, 元々,

ϵ(t) = A0e
iΩ(t−t0) (2-333)

という微小エネルギー振動があったとする. ti でエネ
ルギー uの光子を放出したとすると,

ϵ(t) = A0e
iΩ(t−t0) − ueiΩ(t−ti) (2-334)

= A1e
iΩ(t−t0) (2-335)

と置けば, 元の振動振幅 A0 と新たな振動振幅 A1 の関
係を調べることができ,

A2
1 = A2

0 + u2 − 2A0u cosΩ(ti − t0) (2-336)

となる. ti に対して平均化処理を行うと,

〈
(δA)

2
〉
=

〈
A2

1 −A2
0

〉
(2-337)

= u2 (2-338)

となる. これが時間当たりN 回起きるので,

〈
d(A2)

dt

〉
=

d
〈
A2

〉
dt

(2-339)

= N u2 (2-340)

となる.

となる. これを先の式 (2-291)に代入すると,

∆Wd2 =
2P0ds

cE0

(
1 +

2

B0

∂By

∂x
x

)(
1 +

1

ρ

)

· {η(γTx+ αTx
′) + η′(αTx+ βTx

′)}

=
2P0ds

cE0

(
1 +

1

ρ
+

2

B0

∂By

∂x
x+

2

ρB0

∂By

∂x
x2

)

· {η(γTx+ αTx
′) + η′(αTx+ βTx

′)}
(2-296)

となる. ここで先のベータトロン振動の平均の関係, 式
(2-277) - (2-279)と, さらに,

< x > = 0 (2-297)

< x′ > = 0 (2-298)

< x3 > = 0 (2-299)

< x2x′ > = 0 (2-300)

を使うと,

∆Wd2 =
2P0ds

cE0

(
1

ρ
+

2

B0

∂By

∂x

)

{
η(γTx

2 + αTxx
′) + η′(αTx

2 + βTx
′2)

}

=
P0ds

cE0

(
1

ρ
+

2

B0

∂By

∂x

)
Wη (2-301)

となる. これをリング 1周分積分し, 周回時間 T0 で割
ると, 再び放射積分 I4 を使い,

∆Wd2

T0
=

1

cT0E0

∮
P0

(
1

ρ
+ 2ρK1

)
ηWds (2-302)

=
2reγ

3
r

eT0
I4W (2-303)

となる.

iii) 2つの効果を合わせる

水平ベータトロン振動の振幅は
√
W に比例しており,

減衰定数 1/τx は,

1√
W

d
√
W

dt
=

1

2W

dW

dt
(2-304)

で求められる. “減衰” 定数であることから, 符号に気
をつけて∆W1 と ∆W2 を足し合わせると,

1

τx
=

1

2W

dWd

dt
(2-305)

=
1

2W

∆Wd1 +∆Wd2

T0
(2-306)

=
reγ

3
r

3T0
(I2 − I4) (2-307)

=
reγ

3
r

3T0
I2Jx (2-308)

となる. ここで,

Jx = 1− I4
I2

(2-309)

は水平ベータトロン振動の Damping Partition Num-

berである.

2.17.4 垂直ベータトロン振動の減衰

前項の水平ベータトロン振動では水平分散 ηx とその微
分 η′x が 0 でないことからその効果を考慮する必要が
あったが, 垂直方向の分散関数 ηy 及び η′y は一般には 0

である*12. 従って, CS不変量の変化量 ∆W は,

∆W = ∆Wd1 +∆Wd2 (2-310)

= ∆Wd1 (2-311)

となり, 減衰時間 τy は式 (2-307)から,

1

τy
=

reγ
3
r

3T0
I2 (2-312)

=
reγ

3
r

3T0
I2Jy (2-313)

となる. ここであえて y 方向ベータトロン振動の
Damping Partition Number を Jy = 1 として明示
した.

2.18 放射励起

前節では放射光の放出と RF 空洞でのエネルギー補充
の効果により, 縦方向も横方向も振動振幅が減衰してい
くことを説明した. この放射減衰の効果によっていつ
かは振動振幅は 0 (横方向で言えばエミッタンスが 0)

になりそうだが, 実際には放射光放出による効果, “放
射励起”によってある点でバランスを取り, 0にはなら
ない. 本節ではこの放射励起について簡単に説明を行

*12 実際には磁石磁場の設計値からのズレや設置誤差などから ηy
及び η′y は有限の値を取りうる.
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2.18.3 ベータトロン振動の励起

先の放射減衰のときと同様に, 水平ベータトロン振動の
励起に対して 2つの寄与がある. 1つは放射減衰のとき
と同じ, 放射光の放射によって電子がエネルギーを失っ
た分, 分散経由でベータトロン振動の振幅に変化が起こ
る効果, もう 1つは放出した放射光が強く前方に放出し
た際に電子が反跳する効果である. 結論としては前者
の効果が後者に比べて一般には大きいため, このあとの
議論では後者の効果を無視して進める.

放射光放出による分散の効果

先の放射減衰の時と同様, 放射光の放出により, 電子は
その分エネルギーを失うが, x 及び x′ は滑らかに変化
するはずなので, ここでも式 (2-284), (2-285) から式
(2-287), (2-288) が成立する. また, 先と同様にこれを
CS不変量の式 (2-148)に代入し, ∆W を計算すると,

∆W = −2(αTxx
′ + βTx

′2)
ϵ

E

+ (γT η
2 + 2αT ηη

′ + βT η
′2)

(
ϵ

E0

)2

(2-341)

= ∆Wd2 +H(s)

(
ϵ

E0

)2

(2-342)

となり, ここでは (ϵ/E0)
2 まで計算したが, 放射減衰の

ところで計算した ∆Wd2 が再登場する. また H(s) は
放射積分のところで式 (2-242) で定義したものである.

ここで, 励起分 ∆Wex を分離して,

∆Wex = H(s)

(
ϵ

E0

)2

(2-343)

とする.

シンクロトロン振動の励起と同様に, 放射光子のエネ
ルギー ϵ に対する分布の積分とリング 1 周分の積分を
行うと, リング 1周する際の CS不変量の励起分は,

∆Wex

T0
=

1

E2
0

∮ {
H(s)

∫∞
0

ϵ2n(ϵ)dϵ
}
ds∮

ds
(2-344)

(2-345)

と計算できる. また, 式 (2-330)より,

∮
ds = cT0 (2-346)

∫ ∞

0

ϵ2n(ϵ)dϵ =
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24
√
3
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4 γ
7
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(2-347)

であるから,

∆Wex

T0
=
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3
Cq

reγ
5
r

T0

∮
H(s)

|ρ|3
ds (2-348)

=
4

3
Cq

reγ
5
r

T0
I5 (2-349)

となる. ここで,

Cq =
3

4
Cu

h̄

mec
(2-350)

=
55

32
√
3
λc (2-351)

λc =
h̄

mec
(2-352)

であり, Cq ∼ λc となる. また, ∆Wex は ρの符号に依
らず常に > 0であるので |ρ|としている.

ここまでは水平のベータトロン振動の励起について
考えてきたが, 垂直方向に対する寄与は分散がないた
め, 先程触れたように, 光子放出による電子の反跳の
効果のみとなる. ここでは簡便な説明に留めるためこ
の効果を 0 とするので, 垂直方向の励起はないことと
なる.

2.19 放射減衰と放射励起のつり合い

ここまでは放射減衰と放射励起による縦方向, 横方向そ
れぞれの量について議論してきた. 本節ではこれらが
ある点でつり合い, リング型放射光加速器にとって重要
な性能指数が導かれることを説明する.

2.19.1 エネルギー幅

2.12節などでも説明したように, エネルギー幅,

∆p

p
=

∆E

E
(2-353)

は軌道にも影響する, リング型加速器において重要な性
能指数である.

2.18.2では, 減衰についてはとりあえず無視していた
が, 実際には,

ϵ(t) = ϵ̄e−(αϵ−iΩ)t (2-354)

という減衰がある. これを 2乗し,

ϵ2 = ϵ̄2e−2αϵtei2Ωt (2-355)

となり, 平均化すると,

d
〈
A2

〉
dt

= −2αϵ

〈
A2

〉
(2-356)
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となる. これが先に求めた励起分とつり合うので,

N u2 = 2

〈
A2

〉
τϵ

(2-357)

〈
A2

〉
=

1

2
τϵN u2 (2-358)

となり, シンクロトロン振動におけるエネルギーの分散
σϵ は,

σ2
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〈
ϵ2
〉

(2-359)

=

〈
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〉
2

(2-360)

=
1

4
τϵN u2 (2-361)

となる.

ここまでは u を定数と見なして議論を展開してきた
が, ここからは分布 n(u) を考慮する. そうすると式
(2-340)は,

d
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〉
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0

u2n(u)du (2-362)

となり, 平均二乗光子エネルギーの式 (2-325)を使えば,

d
〈
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〉
dt

= N < u2 > (2-363)

となる. ここで右辺の光子放出に係る部分をリング 1

周で平均化し,
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∮
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となる. また, 式 (2-252), (2-263), さらに ⟨P0⟩ =

U0/T0 を使うと,
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(2-367)
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2E0

Jϵ ⟨P0⟩s
(2-368)

が成り立つ. 式 (2-361)に式 (2-366), (2-368)を代入し,
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r I3
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(2-369)

となる. さらに, 式 (2-369)を E2
0 で割ると,
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2
r
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(2-370)

となる. 一般にエネルギー幅と言った場合, 割合である
σϵ/E を指す.

2.19.2 バンチ長

前項ではエネルギー幅 σϵ/E0 について説明したが, エ
ネルギー幅が有限であるということは, 進行方向 (s方
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dϵ
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eV̇ τ

T0
(2-371)

となる. ここでシンクロトロン振動で扱った到着時間 τ

について,

θ =
ΩE0

αm
τ (2-372)

という変換を考える. これとシンクロトロン周波数の
式 (2-232)を使うと, 式 (2-371)から,

dϵ
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= Ωθ (2-373)

という関係が導ける. また, 式 (2-229), (2-371)から,
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= −Ωϵ (2-374)
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ϵ = A sin (Ωt+ φ0) (2-376)
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σθ = σϵ (2-377)

が成り立つことから, バンチ長 στ は,
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というように, 既に式 (2-370) で得たエネルギー幅
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る効果, もう 1つは放出した放射光が強く前方に放出し
た際に電子が反跳する効果である. 結論としては前者
の効果が後者に比べて一般には大きいため, このあとの
議論では後者の効果を無視して進める.

放射光放出による分散の効果

先の放射減衰の時と同様, 放射光の放出により, 電子は
その分エネルギーを失うが, x 及び x′ は滑らかに変化
するはずなので, ここでも式 (2-284), (2-285) から式
(2-287), (2-288) が成立する. また, 先と同様にこれを
CS不変量の式 (2-148)に代入し, ∆W を計算すると,

∆W = −2(αTxx
′ + βTx

′2)
ϵ

E

+ (γT η
2 + 2αT ηη

′ + βT η
′2)

(
ϵ

E0

)2

(2-341)

= ∆Wd2 +H(s)

(
ϵ

E0

)2

(2-342)

となり, ここでは (ϵ/E0)
2 まで計算したが, 放射減衰の
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であり, Cq ∼ λc となる. また, ∆Wex は ρの符号に依
らず常に > 0であるので |ρ|としている.

ここまでは水平のベータトロン振動の励起について
考えてきたが, 垂直方向に対する寄与は分散がないた
め, 先程触れたように, 光子放出による電子の反跳の
効果のみとなる. ここでは簡便な説明に留めるためこ
の効果を 0 とするので, 垂直方向の励起はないことと
なる.
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ある点でつり合い, リング型放射光加速器にとって重要
な性能指数が導かれることを説明する.
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は軌道にも影響する, リング型加速器において重要な性
能指数である.

2.18.2では, 減衰についてはとりあえず無視していた
が, 実際には,

ϵ(t) = ϵ̄e−(αϵ−iΩ)t (2-354)

という減衰がある. これを 2乗し,
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2.19.3 平衡エミッタンス

これまでに求めた水平ベータトロン振動の減衰量と
励起量を使って, つり合っている点で成立している
CS 不変量 Weq について求めよう. 式 (2-306) から,

∆Wd/T0 = −2Weq/τx という関係を使うと,

∆Wex

T0
+

∆Wd

T0

=
4

3
Cq

reγ
5
r

T0
I5 −

2Weq

τx
= 0 (2-379)

となる. これを水平の平衡エミッタンス εx =< W >

/2について解くと,

εx =
< W >

2
(2-380)

=
Weq

2
(2-381)

= τx · 1
3
Cq

reγ
5
r

T0
I5 (2-382)

=
3T0

reγ3
r (I2 − I4)

· 1
3
Cq

reγ
5
r

T0
I5 (2-383)

= Cqγ
2
r

I5
I2 − I4

(2-384)

となる.

ここまでは水平方向の平衡エミッタンスについて求
めてきた. 次に垂直方向だが, 前節の放射励起のところ
で述べたように, 垂直方向は一般に分散関数が 0である
ことから放射励起は大きくない. 仮に 0と置けば, 放射
減衰のみが効き, 垂直方向の平衡エミッタンス εy は,

εy = 0 (2-385)

となる. 実際には磁場誤差や磁石のアライメントエラー
により有限の分散が垂直方向にも発生することで εy も
有限の値を取るが, 本稿では以降も εy = 0として話を
進めることとする.

3 Lattice・Opticsの設計
前章では磁石が作る磁場や RF 空洞の電場によって

どう電子が運動するかを見てきた. その結果, 水平方向
の平衡エミッタンスンス εx が,

εx = Cqγ
2
r

I5
I2 − I4

(3-1)

= Cqγ
2
r

I5
I2Jx

(3-2)

Figure 9 PF-ringの optics.

と表せることについて説明した. このうち, Cq は定数
であり, 我々には操作することができない. γr はつまり
E0/mec

2 でローレンツ因子であるが, 得られる放射光
のエネルギー帯もしくは波長帯はこれによっておおよ
そ決まるので, 放射光源としてはまず最初に決まる値で
ある. 残りの放射積分 I2, I4, I5 はこれまで見てきたよ
うに, 加速器を構成する磁石の配列・強さによって決ま
る. 従って我々が低エミッタンスな放射光源を設計す
る場合は, I2, I4, I5 が調整ノブとなりうる. この磁石の
配列 (どう並べるか)を Lattice (ラティス)と呼ぶ*14.

本章ではこの latticeの種別について例を挙げながら説
明する.

3.1 FODO

まずは,最も基本的な latticeであるFODO latticeにつ
いて説明する. KEK にある放射光源, PF-ring と PF-

AR はともに FODO を採用している. Fig.9に KEK

PF-ringの opticsを示す. Opticsの計算には KEKで
開発されている SAD[5]を使用した. 分散 ηx が 0の領
域を Achromat (アクトマット) と呼び, 挿入光源や
RF空洞が設置される. 前章で見たようにビームサイズ
は式 (2-159)で表され, 分散が 0であればビームサイズ
は小さくなり, 輝度は上がる.

Fig.9を見ると同じパターンが 2つ続いて全体を構成

*14 一方で Optics (オプティクス)はこの latticeから得られる β

関数や分散関数のことを一般に呼ぶ. Latticeは磁石や真空ダ
クトなど物理的実体を伴い, 改造にはコストがかかるが, 磁石
が例えば電磁石であり, それに対応する電磁石電源の容量が対
応していれば, 磁場を変更して optics を変更することが可能
である.
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Table 1 PF-ringの主要パラメータ.

エネルギー E0 [GeV] 2.5

周長 C [m] 187.035

エネルギー損失 U0 [MV/turn] 0.399

Momentum Compaction Factor αm 6.563× 10−3

減衰時間 τx, τy, τϵ [ms] 7.999, 7.815, 3.863

減衰分配係数 Jx, Jy, Jϵ 0.977, 1.000, 2.023

Betatron Tune (x, y) νx, νy 9.598, 5.279

Natural Chromaticity (x, y) ξx, ξy -13, -17

水平エミッタンス εx [nmrad] 35

エネルギー幅 σϵ/E 7.288× 10−4

放射積分

I1 1.227

I2 7.258× 10−1

I3 8.383× 10−2

I4 1.638× 10−2

I5 2.811× 10−3

Figure 10 PF-ringの superperiod.

していることがわかる. この繰り返しのことを Super-

period (スーパーピリオド)と呼ぶ*15.

この superperiod について拡大して詳しく見ていこ
う (Fig.10). Superperiod の中央を大きく占めている
のは FODO と呼ばれるパターンの 6 つの繰り返しで
ある. この繰り返しの単位をCell (セル)という. この
FODOに接続しているのがDispersion Supperssor

と呼ばれる部分で, FODO の端で有限の値で終わって

*15 ラフに見れば 4 回対称だが,
√

βy を見てわかるようにやや対
称性が崩れている.

Figure 11 PF-ringの FODO cellが 6つ並んでいる様
子. 黄色が偏向磁石, 緑が 4 極磁石, 青が 6 極磁石で,

上に凸となっている 4極が Focus, 下に凸となっている
のが Defocus (6極も同様).

いる分散を引き継ぎ, 0にする役目を担っている. その
直後に次節で説明する DBA-like な cell が 1 つ続いて
いる. 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
FODOは 4極磁石の focus“F”と defocus “D”がドリ
フトスペース “O” を挟んで順に並ぶ構成から FODO

と呼ばれる. ここでは, あるいは一般的に偏向磁石 “B”

も構成要素となり, PF-ring では FOBODO と並んで
いる (Fig.11).

2.19.3 平衡エミッタンス

これまでに求めた水平ベータトロン振動の減衰量と
励起量を使って, つり合っている点で成立している
CS 不変量 Weq について求めよう. 式 (2-306) から,

∆Wd/T0 = −2Weq/τx という関係を使うと,

∆Wex

T0
+

∆Wd

T0

=
4

3
Cq

reγ
5
r

T0
I5 −

2Weq

τx
= 0 (2-379)

となる. これを水平の平衡エミッタンス εx =< W >

/2について解くと,

εx =
< W >

2
(2-380)

=
Weq

2
(2-381)

= τx · 1
3
Cq

reγ
5
r

T0
I5 (2-382)

=
3T0

reγ3
r (I2 − I4)

· 1
3
Cq

reγ
5
r

T0
I5 (2-383)

= Cqγ
2
r

I5
I2 − I4

(2-384)

となる.

ここまでは水平方向の平衡エミッタンスについて求
めてきた. 次に垂直方向だが, 前節の放射励起のところ
で述べたように, 垂直方向は一般に分散関数が 0である
ことから放射励起は大きくない. 仮に 0と置けば, 放射
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の平衡エミッタンスンス εx が,

εx = Cqγ
2
r

I5
I2 − I4

(3-1)

= Cqγ
2
r

I5
I2Jx

(3-2)

Figure 9 PF-ringの optics.

と表せることについて説明した. このうち, Cq は定数
であり, 我々には操作することができない. γr はつまり
E0/mec

2 でローレンツ因子であるが, 得られる放射光
のエネルギー帯もしくは波長帯はこれによっておおよ
そ決まるので, 放射光源としてはまず最初に決まる値で
ある. 残りの放射積分 I2, I4, I5 はこれまで見てきたよ
うに, 加速器を構成する磁石の配列・強さによって決ま
る. 従って我々が低エミッタンスな放射光源を設計す
る場合は, I2, I4, I5 が調整ノブとなりうる. この磁石の
配列 (どう並べるか)を Lattice (ラティス)と呼ぶ*14.

本章ではこの latticeの種別について例を挙げながら説
明する.

3.1 FODO

まずは,最も基本的な latticeであるFODO latticeにつ
いて説明する. KEK にある放射光源, PF-ring と PF-

AR はともに FODO を採用している. Fig.9に KEK

PF-ringの opticsを示す. Opticsの計算には KEKで
開発されている SAD[5]を使用した. 分散 ηx が 0の領
域を Achromat (アクトマット) と呼び, 挿入光源や
RF空洞が設置される. 前章で見たようにビームサイズ
は式 (2-159)で表され, 分散が 0であればビームサイズ
は小さくなり, 輝度は上がる.

Fig.9を見ると同じパターンが 2つ続いて全体を構成

*14 一方で Optics (オプティクス)はこの latticeから得られる β

関数や分散関数のことを一般に呼ぶ. Latticeは磁石や真空ダ
クトなど物理的実体を伴い, 改造にはコストがかかるが, 磁石
が例えば電磁石であり, それに対応する電磁石電源の容量が対
応していれば, 磁場を変更して optics を変更することが可能
である.
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Figure 12 FODOの構成例.

Table 1に, PF-ring の主要なパラメータについてま
とめた.

3.1.1 最小エミッタンス

ここでいくつか仮定を置くことで, FODO セルが取り
うる最小エミッタンスの値を導きたいと思う. Fig.12の
ような構成で FODO cellが成立している場合, 偏向磁
石を除く各要素の転送行列の積が,

(
cosµ+ αT sinµ βT sinµ

−γT sinµ cosµ− αT sinµ

)
(3-3)

と等しいことから, αT , βT , γT を求めることができる.

また, 偏向磁石 (蹴り角 θ, 磁石長さ LB)の分散に対す
る効果を考慮し, η, η′ が cell の端と端で同じ値を取る
ことから, η, η′ を導出することができる. これにより放
射積分 I5 が計算でき, 最終的なエミッタンスは,

ε = Cqγ
3
rθ

3 L

LB

1− sin2 µ
2 + 1

8 sin
4 µ

2

sin3 µ
2 cos µ

2

(3-4)

と求められる. ここで, QFと QDの収束力の絶対値は
同じと仮定した. これをチューン µで微分すると,

µ ∼ 145 deg. (3-5)

で極小点をとることがわかり, その値は,

εmin ∼ Cqγ
2
rθ

3 L

LB
× 0.74 (3-6)

となる. εmin は θ3 に比例しているため, 偏向磁石によ
る曲げ角はなるべく小さい方がよいことがわかる.

先の議論では, FODO cell のみを考慮していたが,

一般に FODO cell を採用する ring では dispersion

suppressor 部が必要であることについて言及した.

Fig.10を見ると, FODO cell 以外の dispersion sup-

pressor 部 +DBA-like cell の分散もある程度大きいこ

とがわかる. そこで, 放射積分 I5 について, 各パートで
計算すると, それぞれおよそ 6.9× 10−4, 3.7× 10−4 と
計算されるが, リング 1周で見ると, 前者は 2箇所, 後
者は 4箇所あるため, 平衡エミッタンス εx への寄与は
同程度であることがわかる.

3.1.2 Chromaticity補正のための 6極磁場

先と同様の仮定をすることで, chromaticityの補正, こ
こでは chromaticityを 0にするのに必要な 6極の磁場
強度K2 = k2ℓが推定でき, 結果だけ置くと,

K2 = ±
sin2 µ

2

2L2θ (1/ sinµ± 1/2)
(3-7)

となる, ただし ±は +が SF, −が SDである. 先の最
小エミッタンスの議論では偏向磁石の曲げ角 θ は小さ
ければ小さいほどいい, ということであったが, 6 極磁
石による chromticity の補正を考える場合には θ に反
比例した 6 極磁場が必要になるということを示唆して
いる. これは 6極磁石製作の難易度に影響を与えたり,

製作が可能な場合であっても 6 極磁石が持つ非線形磁
場によって, 特に入射ビームなど, 大きな振幅を持った
電子の tune-shiftを大きくし, 共鳴によるビームロスを
引き起こす可能性がある. このような安定的に周回で
きる最大の振幅をダイナミック・アパーチャー (DA:

Dynamic Aperture)と呼ぶ. これに対して, 真空ダ
クトの内径など, 物理的に許される最大の振幅をフィジ
カル・アパーチャー (PA: Physical Aperture)と呼
ぶ. 一般に DA は PA よりも大きくなるように設計さ
れるが, 後に説明するような, より先端的な latticeでは
DAを十分に確保するのが課題となっており, 様々な工
夫が施されている.

3.2 Double Bend Achromat (DBA)

DBA latticeは Chasman-Green Lattice とも言い, そ
の名の通り, 1 つの cell に偏向磁石が 2つあり, cell の
端が常に Achromat になる. つまり, FODO のときの
ような dispersion suppressorが必要なくなる.

Fig.13に, DBAの代表例として, 日本の SPring-8の
optics (DBA cell 2 つ分) を示した [6]. 分散は端にあ
る 2つの偏向磁石で立ち上がり, 中央に設置された QF

で分散が最大となっている. Table 2に SPring-8 の主
要パラメータについてまとめた. ただし, ある opticsの
設定で計算した結果なので参考値としてほしい.
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Table 2 SPring-8, DBA opticsの主要パラメータ (参考値).

エネルギー E0 [GeV] 8

周長 C [m] 1435.948

エネルギー損失 U0 [MV/turn] 9.227

Momentum Compaction Factor αm 1.460× 10−4

減衰時間 τx, τy, τϵ [ms] 8.317, 8.309, 4.152

減衰分配係数 Jx, Jy, Jϵ 0.999, 1.000, 2.001

Betatron Tune (x, y) νx, νy 47.120, 15.220

Natural Chromaticity (x, y) ξx, ξy -107, -39

水平エミッタンス εx [nmrad] 7.0

エネルギー幅 σϵ/E 1.094× 10−4

放射積分

I1 2.096× 10−1

I2 1.600× 10−1

I3 4.074× 10−3

I4 1.359× 10−4

I5 1.185× 10−5

Figure 13 SPring-8 で 2002 年まで適用されていた
optics (2×DBA-cell).

SPring-8 における DBA optics での運転は 2002 年
までで, 2003 年からは分散を漏らしてさらなる低エ
ミッタンス化を図る DB opticsが適用されている [6].

3.2.1 最小エミッタンス

DBA lattice では, 偏向磁石入口で η = η′ = 0 という
条件があるため, 偏向磁石入口での Twiss parameter,

βT0, αT0, γT0 と偏向磁石における転送行列を利用する
ことによって, FODO のときよりも容易に εx が計算

でき,

εx =
Cqγ

2
r

Jx
θ3

(
βT0

3LB
− αT0

4
+

γT0LB

20

)
(3-8)

と求められる. ここで αT0, βT0 で微分し 0 と置くと,

εx を最小にする Twiss parameterが得られる. これを
代入することで,

εx,min =
Cqγ

2
r

4
√
15

θ3

Jx
(3-9)

が得られる.

3.3 MBA

これまでの FODO, DBAにおける議論からも, 偏向磁
石の蹴り角を小さくする, 言い換えれば偏向磁石の数を
増やすことによって低エミッタンス化が可能となるこ
とを見てきた. この流れをそのまま汲んだのが, Multi-

bend Achromat Lattice (MBA)である. Fig.14に, ス
ウェーデンにあるMAX IVのMBA lattice 1セル分の
opticsを, Table 3にMAX IVの主要パラメータを示す
(ただし現行の lattice ではなく, 2014 年に論文で紹介
されたものになる [7]). MAX IV では 1 つの cell に 7

つの偏向磁石が使用されているが, Fig.14を見てわかる
ように, 1つの偏向磁石がいくつかの部分に分かれてい
る. これは進行方向に磁場勾配を持つ Longitudinal

Figure 12 FODOの構成例.

Table 1に, PF-ring の主要なパラメータについてま
とめた.

3.1.1 最小エミッタンス

ここでいくつか仮定を置くことで, FODO セルが取り
うる最小エミッタンスの値を導きたいと思う. Fig.12の
ような構成で FODO cellが成立している場合, 偏向磁
石を除く各要素の転送行列の積が,

(
cosµ+ αT sinµ βT sinµ

−γT sinµ cosµ− αT sinµ

)
(3-3)

と等しいことから, αT , βT , γT を求めることができる.

また, 偏向磁石 (蹴り角 θ, 磁石長さ LB)の分散に対す
る効果を考慮し, η, η′ が cell の端と端で同じ値を取る
ことから, η, η′ を導出することができる. これにより放
射積分 I5 が計算でき, 最終的なエミッタンスは,

ε = Cqγ
3
rθ

3 L

LB

1− sin2 µ
2 + 1

8 sin
4 µ

2

sin3 µ
2 cos µ

2

(3-4)

と求められる. ここで, QFと QDの収束力の絶対値は
同じと仮定した. これをチューン µで微分すると,

µ ∼ 145 deg. (3-5)

で極小点をとることがわかり, その値は,

εmin ∼ Cqγ
2
rθ

3 L

LB
× 0.74 (3-6)

となる. εmin は θ3 に比例しているため, 偏向磁石によ
る曲げ角はなるべく小さい方がよいことがわかる.

先の議論では, FODO cell のみを考慮していたが,

一般に FODO cell を採用する ring では dispersion

suppressor 部が必要であることについて言及した.

Fig.10を見ると, FODO cell 以外の dispersion sup-

pressor 部 +DBA-like cell の分散もある程度大きいこ

とがわかる. そこで, 放射積分 I5 について, 各パートで
計算すると, それぞれおよそ 6.9× 10−4, 3.7× 10−4 と
計算されるが, リング 1周で見ると, 前者は 2箇所, 後
者は 4箇所あるため, 平衡エミッタンス εx への寄与は
同程度であることがわかる.

3.1.2 Chromaticity補正のための 6極磁場

先と同様の仮定をすることで, chromaticityの補正, こ
こでは chromaticityを 0にするのに必要な 6極の磁場
強度K2 = k2ℓが推定でき, 結果だけ置くと,

K2 = ±
sin2 µ

2

2L2θ (1/ sinµ± 1/2)
(3-7)

となる, ただし ±は +が SF, −が SDである. 先の最
小エミッタンスの議論では偏向磁石の曲げ角 θ は小さ
ければ小さいほどいい, ということであったが, 6 極磁
石による chromticity の補正を考える場合には θ に反
比例した 6 極磁場が必要になるということを示唆して
いる. これは 6極磁石製作の難易度に影響を与えたり,

製作が可能な場合であっても 6 極磁石が持つ非線形磁
場によって, 特に入射ビームなど, 大きな振幅を持った
電子の tune-shiftを大きくし, 共鳴によるビームロスを
引き起こす可能性がある. このような安定的に周回で
きる最大の振幅をダイナミック・アパーチャー (DA:

Dynamic Aperture)と呼ぶ. これに対して, 真空ダ
クトの内径など, 物理的に許される最大の振幅をフィジ
カル・アパーチャー (PA: Physical Aperture)と呼
ぶ. 一般に DA は PA よりも大きくなるように設計さ
れるが, 後に説明するような, より先端的な latticeでは
DAを十分に確保するのが課題となっており, 様々な工
夫が施されている.

3.2 Double Bend Achromat (DBA)

DBA latticeは Chasman-Green Lattice とも言い, そ
の名の通り, 1 つの cell に偏向磁石が 2つあり, cell の
端が常に Achromat になる. つまり, FODO のときの
ような dispersion suppressorが必要なくなる.

Fig.13に, DBAの代表例として, 日本の SPring-8の
optics (DBA cell 2 つ分) を示した [6]. 分散は端にあ
る 2つの偏向磁石で立ち上がり, 中央に設置された QF

で分散が最大となっている. Table 2に SPring-8 の主
要パラメータについてまとめた. ただし, ある opticsの
設定で計算した結果なので参考値としてほしい.
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Table 3 MAX IVの主要パラメータ (2014年報告 [7]).

エネルギー E0 [GeV] 3

周長 C [m] 528

エネルギー損失 U0 [MV/turn] 0.364

Momentum Compaction Factor αm 3.060× 10−4

減衰時間 τx, τy, τϵ [ms] 15.724, 29.045, 25.195

減衰分配係数 Jx, Jy, Jϵ 1.8472, 1.000, 1.1528

Betatron Tune (x, y) νx, νy 42.200, 16.280

Natural Chromaticity (x, y) ξx, ξy -50, -51

水平エミッタンス εx [nmrad] 0.328

エネルギー幅 σϵ/E 7.686× 10−4

放射積分

I1 1.616× 10−1

I2 3.190× 10−1

I3 1.645× 10−2

I4 −2.703× 10−1

I5 1.464× 10−5

Gradient Bend と呼ばれる設計で, つまり各部分固
有の曲率半径 ρ を持つ. これによって, εx に大きく
放射積分 I5 を抑制することが可能となる. また同時
に偏向磁石には 4 極成分も付与し (機能結合型偏向磁
石 (Combined Bend)), I4 の調整も可能となってい
る. Table 3を見てわかるように, これまでの FODOや
DBAとは異なり, I4 が負の値を持ち, 従って減衰分配
係数 (Damping Partion Number)Jx がおよそ 2 まで
近付いている. これは放射積分 I4 の式 (2-239),

I4 =

∮
1

ρ2

(
1

ρ
+ 2ρk1

)
ηxds (3-10)

の “ρk1”という, 2極成分と 4極成分のカップリングが
有限になった効果である. ここで k1 < 0, つまり発散
であれば, I4 は負となり, εx の低減に貢献する.

一方, 分散を効果的に抑制できたことで, chromatic-

ity補正のための 6極磁石への負担が大きくなる. 結果
として非線形磁場の効果が大きくなるため, DAの確保
にさらなる注意を払う必要がある.

3.4 HMBA

DAの確保が比較的容易におこなえて, かつ低エミッタ
ンス opticsを実現できるのが Hybrid-MBA (HMBA)

である. 一例として, KEKの PF-ring後継機として検
討されていたKEK-LS加速器の opticsを Fig.15に, 主

Figure 14 MAX IVのMBA cell optics[7].

要パラメータを Table 4に示した (最終的 Conceptual

Design Report (CDR)で採用されたものは分散を漏ら
し, 水平エミッタンスのさらなる低減を実現している
[8]).

HMBA は ESRF-EBS が世界に先駆けて実現した
lattice で [9], MBA と比較して cell 両端の分散がある
程度大きくなるように調整がなされている. これによっ
て MBA では強くせざるを得なかった 6 極磁場を, 分
散が大きいところに 6 極磁石が設置することで, その
磁場強度を緩和することが可能となる. また, 6極磁石
が設置される分散ピーク間の位相 (tune)を 180度に近
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Table 4 KEK-LSの主要パラメータ.

エネルギー E0 [GeV] 3

周長 C [m] 565

エネルギー損失 U0 [MV/turn] 0.294

Momentum Compaction Factor αm 1.995× 10−4

減衰時間 τx, τy, τϵ [ms] 20.448, 38.444, 34.331

減衰分配係数 Jx, Jy, Jϵ 1.880, 1.000, 1.120

Betatron Tune (x, y) νx, νy 47.150, 17.220

Natural Chromaticity (x, y) ξx, ξy -62, -61

水平エミッタンス εx [nmrad] 0.153

エネルギー幅 σϵ/E 7.323× 10−4

放射積分

I1 1.127× 10−1

I2 2.579× 10−1

I3 1.173× 10−2

I4 −2.268× 10−1

I5 5.632× 10−6

Figure 15 KEK-LS計画検討時に提案された opticsの
一例.

づけ (その間の転送行列が −I となる), 6極磁石の非線
形効果を打ち消すような設計を導入している. これに
よって, MBAでは難しかった DAの緩和をより楽に進
めることが可能となっている.

MAX IV や ESRF-EBS 同様, KEK-LS でも longi-

tudinal gradient bendや combined bendを採用し, よ
り柔軟に低エミッタンス化できるような工夫がなされ
ている.

あとがき
本稿の執筆にあたり, 過去の偉大な OHOが大いに参
考になった. [10]はこれまでも他の OHOで言及, 参考
とされる名著であり, 本稿でも大いに参考にさせていた
だいた. [11]は [10]の単純な補足に留まらず, 複雑なシ
ステムである加速器をハードウェアの面からも丁寧に
説明された名著である.

単粒子力学については過去 OHO では何度も取り上
げられている一方, lattice設計, 特にリング型光源加速
器を取り上げたものは少なく, 今回は [12] を大いに参
考にした.

名著として有名な [3]であるが, これを解説された高
雄勝先生の特別講義が KEKにて 2024年度から開講さ
れている. 資料は公開されていないので引用できず残
念であるが, これもまた非常に参考となった.

ここに改めて偉大な先人たちに感謝を捧げたいと思
います.
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Table 3 MAX IVの主要パラメータ (2014年報告 [7]).

エネルギー E0 [GeV] 3

周長 C [m] 528

エネルギー損失 U0 [MV/turn] 0.364

Momentum Compaction Factor αm 3.060× 10−4

減衰時間 τx, τy, τϵ [ms] 15.724, 29.045, 25.195

減衰分配係数 Jx, Jy, Jϵ 1.8472, 1.000, 1.1528

Betatron Tune (x, y) νx, νy 42.200, 16.280

Natural Chromaticity (x, y) ξx, ξy -50, -51

水平エミッタンス εx [nmrad] 0.328

エネルギー幅 σϵ/E 7.686× 10−4

放射積分

I1 1.616× 10−1

I2 3.190× 10−1

I3 1.645× 10−2

I4 −2.703× 10−1

I5 1.464× 10−5

Gradient Bend と呼ばれる設計で, つまり各部分固
有の曲率半径 ρ を持つ. これによって, εx に大きく
放射積分 I5 を抑制することが可能となる. また同時
に偏向磁石には 4 極成分も付与し (機能結合型偏向磁
石 (Combined Bend)), I4 の調整も可能となってい
る. Table 3を見てわかるように, これまでの FODOや
DBAとは異なり, I4 が負の値を持ち, 従って減衰分配
係数 (Damping Partion Number)Jx がおよそ 2 まで
近付いている. これは放射積分 I4 の式 (2-239),

I4 =

∮
1

ρ2

(
1

ρ
+ 2ρk1

)
ηxds (3-10)

の “ρk1”という, 2極成分と 4極成分のカップリングが
有限になった効果である. ここで k1 < 0, つまり発散
であれば, I4 は負となり, εx の低減に貢献する.

一方, 分散を効果的に抑制できたことで, chromatic-

ity補正のための 6極磁石への負担が大きくなる. 結果
として非線形磁場の効果が大きくなるため, DAの確保
にさらなる注意を払う必要がある.

3.4 HMBA

DAの確保が比較的容易におこなえて, かつ低エミッタ
ンス opticsを実現できるのが Hybrid-MBA (HMBA)

である. 一例として, KEKの PF-ring後継機として検
討されていたKEK-LS加速器の opticsを Fig.15に, 主

Figure 14 MAX IVのMBA cell optics[7].

要パラメータを Table 4に示した (最終的 Conceptual

Design Report (CDR)で採用されたものは分散を漏ら
し, 水平エミッタンスのさらなる低減を実現している
[8]).

HMBA は ESRF-EBS が世界に先駆けて実現した
lattice で [9], MBA と比較して cell 両端の分散がある
程度大きくなるように調整がなされている. これによっ
て MBA では強くせざるを得なかった 6 極磁場を, 分
散が大きいところに 6 極磁石が設置することで, その
磁場強度を緩和することが可能となる. また, 6極磁石
が設置される分散ピーク間の位相 (tune)を 180度に近
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