
８．挿入光源

高エネルギー加速器研究機構

阿　達　正　浩



目　　　次

挿入光源

1. 荷電粒子による電磁波の放射
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挿入光源

1. 荷電粒子による電磁波の放射

1.1. 運動する点電荷による遅延電磁場 - Liénard-
Wiechert表式

さて、挿入光源について説明する前に、まずはシンクロ
トロン光について概説する。挿入光源が作り出す光は、
シンクロトロン光にほかならない。
相対論的な速さで移動する荷電粒子に加速度が与えら
れることで放射されるシンクロトロン光は、図 1-1に示
す粒子系の時間 t� を使って、電磁気学で学ぶ遅延電場
の Liénard-Wiechert表式（Ref. [1]の式 (14.14)など）で
表される。

Eret(x, t)

=
e

4π�0

[
n(t�)− β(t�)

γ2(t�)R2(t�) (1− n(t�) · β(t�))3

+
n(t�)×

{
(n(t�)− β(t�))× β̇(t�)

}

cR(t�) (1− n(t�) · β(t�))3
]

(1-1)

ただし、観測者系と粒子系（プライム記号）の間には、

t = t� +
R(t�)
c

(1-2)

の関係があり（Ref. [2]の式 (3.4)や [3]式 (4.3)など）、

dt

dt�
= 1− n(t�) · β(t�) (1-3)

となる（Ref. [2]の式 (3.12)など）。
式 (1-1)において、粒子が観測点に対して加減速してい

ない時（β̇(t�) = 0）には、角括弧内のR−2(t�)で減衰す
る第 1項のみが残るため、電磁波は距離が離れるにつれ
て急速に減衰する。このことから、角括弧内のR−2(t�)
で減衰する第 1項と、R−1(t�)で減衰する第 2項をそれ
ぞれ、near fieldおよび radiation fieldなどと区別するこ
とがある。BPM電極など電子ビームに非常に近い距離
で受信する電磁波には第 1項の寄与が大きく残り、発信
位置（光源）から十分遠方で受信される電磁波（シンク
ロトロン光）を考える際には第 1項の寄与が無視できる
ことがわかる。

1.2. 運動する点電荷による遅延電磁場の放射パワー

本節では、放射パワーの表式を導出する。一つの電子が
作る遅延電磁場の Liénard-Wiechert表式 (1-1)を、速度

図 1-1. 粒子系と観測者系。t�0は発信時刻、z(t�0)は発信
時の粒子の位置ベクトル。xは観測点。n(t�0)は発信時
の粒子の位置から観測点の方向に向いた単位ベクトル。
x�は空間の任意の場所を示す位置ベクトル。z(t�)は任
意の時刻 t�における点電荷の位置。n(t�)はその場所か
ら観測点 xへ向く単位ベクトル。（Ref. [2]の 9章の図
3.1より）

成分のみの電場成分 (Velocity field)Eret,v(x, t)と、加速
度成分を含む電場成分 (Acceleration field)Eret,a(x, t)と
にわけて、

Eret(x, t)

=
e

4π�0

[
(1− β2(t�))(n(t�)− β(t�))

R2(t�) (1− n(t�) · β(t�))3

+
n(t�)×

{
(n(t�)− β(t�))× β̇(t�)

}

cR(t�) (1− n(t�) · β(t�))3
]

≡ Eret,v(x, t) +Eret,a(x, t)

Bret(x, t) =
1

c
n(t�)×Eret(x, t) (1-4)

と定義する。すなわち、

Eret,v(x, t)

≡ e

4π�0

[
(1− β2(t�))(n(t�)− β(t�))

R2(t�) (1− n(t�) · β(t�))3
]

Eret,a(x, t)

≡ e

4π�0

[n(t�)×
{
(n(t�)− β(t�))× β̇(t�)

}

cR(t�) (1− n(t�) · β(t�))3
]

where, t = t� +
R(t�)
c

(1-5)

とする（Eret,a の表式は Ref. [3]の式 (4.2)に一致）。
Ref. [4]の 4章 31節の式 (31.3)に示されている通り、

ポインティングベクトル S は任意の空間内に存在する
電磁場と粒子からなる閉じられた系に対するエネルギー
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保存則の中にあらわれて、空間の体積を V、空間を囲む
曲面を S として、

∂

∂t

∫

V

(
E2 +B2

8π

)
dV +

∫

S

(S · n)dS

+

∫

V

(j ·E)dV = 0 (1-6)

と書ける。一つの電子の場合では電子の位置を原点にと
り、距離Rだけ離れた球体を考えたときに、第 1項がこ
の球体内の電磁場のエネルギーの時間あたりの変化であ
り、第 2項が球体の系から外に流れ出すエネルギーの流
れ（他の量が時間あたりであるのでこのエネルギーの流
れも時間あたりの流れであることに注意）、そして、第
3項が系の中に存在する電子の静止エネルギーを含めた
運動エネルギーの時間あたりの変化を表す（Ref. [4]の
4章 31節の式 (31.6)、Ref. [5]5章 2節）。
すなわち、電子が全立体角に放射する単位時間あたり
のエネルギーの流れ P (t) = dW/dtは、第 2項から得ら
れる。
ガウスの定理を使って、面積分を体積積分にも書き直
せば、

P (t) =
dW

dt
=

∫

S

(S · n)dS =

∫

V

∇ · Sd3x (1-7)

となる。
さて、観測者が電子から n の向きに十分離れた距
離 R0 離れた位置にいるときに、観測者が単位時間あ
たり、単位立体角あたりに受信するエネルギーの流れ
(d/dΩ)(dW/dt)を考える。まずは、ガウスの法則にし
たがって、図 1-2に示すように立体角素と面積素の関係
を（遠方場近似のもとで θ = 0として）、

dS =
R2

0dΩ

cos θ
= R2

0dΩ (1-8)

とする。これを用いて、式 (1-7)の面積分を立体角の積
分へと変換し、立体角の積分範囲を 1にとれば、

dP (t)

dΩ
=

d

dΩ

dW

dt
= R2

0(S · n) (1-9)

Ref. [5]5章の式 (2.9)に示されているように、ポイン
ティングベクトル S は、

S(t) = E(t)×H(t) =
1

μ0
E(t)×B(t) (1-10)

とできる。式 (1-4)を使えば、

Sret(t) =
1

μ0
Eret ×

{
1

c
n(t′)×Eret

}

=
1

μ0c
E2

retn(t
′) (1-11)

図 1-2. 立体角素と面積素の関係（Ref. [5]の図 1.10よ
り）。

となる。したがって、単位時間単位立体角あたりのエネ
ルギーの流れは、

dP (t)

dΩ
=

d

dΩ

dW

dt
= c�0R

2
0E

2
ret (1-12)

となる。ここで、式 (1-5)のEret,v は距離 R(t′)の 2乗
に反比例して減衰するので、十分離れた観測者は受信で
きない。したがって、単位時間単位立体角あたりのエネ
ルギーの流れは、

dP (t)

dΩ
=

d

dΩ

dW

dt
=

R2
0

μ0c
E2

ret,a = c�0R
2
0E

2
ret,a

(1-13)

となる（Ref. [3]の式 (4.1)）。
ここで、式 (1-3)を使って粒子系時間 t′を使った表式

に書き換えれば、

dP (t′)
dΩ

=
d

dΩ

dW

dt

dt

dt′
=

R2
0

μ0c
E2

ret,a(1− n · β)t′

= c�0R
2
0E

2
ret,a(1− n · β)t′

(1-14)

となる（Ref. [3]の式 (2.7)など）。
さらに、今、観測者が粒子の運動方向 n近傍の粒子

から十分離れた位置にいる場合（偏向電磁石部で発せら
れた光をビームラインで観測する場合など）、

R(t′) ≈ R0 − r(t′) cos θ0 (1-15)

と近似できて、図 1-3に示すように、θ0は電子の位置ベ
クトルと原点から観測者へ向かう単位ベクトルとが成す
角である。
これは、電子から観測者への単位ベクトルn(t′)がn0

で一定であると見る遠方場近似と呼ばれる近似で、放
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図 1-3. 遠方場近似。原点を点 O、観測者の位置を点 A、
電子の位置を点 Cにとる。電子および原点から観測者
へ向かうベクトルをR(t′)およびR0とし、それらの単
位ベクトルをそれぞれ n(t′)および n0とする。θ0は電
子の位置ベクトル r(t′)と観測者の位置ベクトルR0 と
の成す角である。

射光の計算に最も一般的に用いられる [6]。原点を粒子
の近くにとって、r(t′) ≈ 0 かつ θ0 ≈ θ ≈ 0 として、
R(t′) ≈ R0 と近似するものである。
このとき、式 (1-14)に式 1-5)を代入すれば、電子が

単位加速時間あたりに観測者が受信する単位立体角あた
りの放射エネルギーは以下のように得られる（Ref. [3]
の式 (2.8)など）。

dP (t′)
dΩ

=
d

dΩ

dW

dt′

=
�0
c

(
e

4π�0

)2

[
n×

{
(n− β)× β̇

}]2
t′

(1− n · β)5t′
(1-16)

さて、式 (1-16)は放射の角度分布を示すというこである
が、どのような分布になっているのであろうか。Ref. [7]
や Ref. [8]を参考に調べてみることにする。
まずは βと β̇が垂直な場合を考える。これは例えば、
磁場中で円運動する電子からの放射を観測する場合にあ
たる。今、Ref. [7]の図 2.3にならって図 1-4のように
系を設定する。すなわち、電子の位置を原点に、電子の
速度の向きを z軸に、電子の加速度の向きを x軸に、z

軸と観測者の位置ベクトル nのなす角度を θとし、xy

面内における x軸と nとのなす角度を ϕとする。
このとき、xyz各方向の各単位ベクトル (ex, ey, ez)を
使って、

β = βez

β̇ = β̇ex

n = sin θ cosϕex + sin θ sinϕey + cos θez (1-17)

図 1-4. βと β̇が垂直な場合。（Ref. [7]の図 2.3より）

と書ける。したがって、

n · β = β cos θ

n · β̇ = β̇ sin θ cosϕ

n · n = 1

β · β̇ = 0 (1-18)

などとなる。これらの関係式を使って、式 (1-16)を解く。
式 (1-16)の分子のベクトル演算は、式 (1-18)を使って、

[
n×

{
(n− β)× β̇

}]2
t′

=
[
n×

(
n× β̇

)
− n×

(
β × β̇

)]2
t′

=
[
n
(
n · β̇

)
− β̇ (n · n)− β

(
n · β̇

)
+ β̇ (n · β)

]2
t′

=
[
n
(
β̇ sin θ cosϕ

)
− β̇ (1)

− β
(
β̇ sin θ cosϕ

)
+ β̇ (β cos θ)

]2
t′

=
[
− β̇2

γ2
(sin θ cosϕ)

2
+ β̇2 (1− β cos θ)

2
]
t′

(1-19)

また、式 (1-16)の分母のベクトル演算は、式 (1-18)を
使って、

(1− n · β)5t′ = (1− β cos θ)5t′ (1-20)

である。これらの結果を使って、式 (1-16)は、

保存則の中にあらわれて、空間の体積を V、空間を囲む
曲面を S として、

∂

∂t

∫

V

(
E2 +B2

8π

)
dV +

∫

S

(S · n)dS

+

∫

V

(j ·E)dV = 0 (1-6)
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=
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図 1-5. βと β̇が垂直な場合の 1個の電子による放射パ
ワーの角度分布。原点を光源点として、原点からの距離
が放射パワーの強さにあたる。光速に近づくにつれて前
方に偏った放射パワー分布となる。

dP (t′)
dΩ

=
�0
c

(
e

4π�0

)2

[
n×

{
(n− β)× β̇

}]2
t′

(1− n · β)5t′

=
�0
c

(
e

4π�0

)2
β̇2

(1− β cos θ)3t′

[
1− (sin θ cosϕ)

2

γ2(1− β cos θ)2

]

t′

(1-21)

となる（Ref. [7]の式 (2.59)）。光源点を原点にとり、上
式を使って空間の全角度への放射パワーを原点からの距
離でプロットすると、図 1-5のような曲面が各 β の値
に対して得られる。なお、簡単のため β̇2を含む係数部
分を 1 とした。図から、光速に比べて十分に遅い場合
（β = 0.01）には加速度ベクトル β̇方向にパワーのない
円盤様の形状をしているが、βが 1に近づくにつれて次
第に速度ベクトル β方向にパワーが偏よるとともに、鋭
く集束していくことがわかる。なお、β = 0.01の結果
から、加速度ベクトル方向の軸上に放射パワーが無いこ
とがわかる。
式 (1-21)の xz平面上の分布は、図 1-4から明らかな

ように、ϕ = 0を代入して、

dP (t′)
dΩ

=
�0
c

(
e

4π�0

)2
β̇2

(1− β cos θ)3t′

[
1− sin2 θ

γ2(1− β cos θ)2

]

t′

(1-22)

と Ref. [8]の式 (2.328)が得られる。
次に、βと β̇が平行な場合を考える。すなわち、観測

者に向かって運動する粒子が観測者に向かって加速度運
動を行っている状況を考える。これは例えば、制動放射
を観測する場合にあたる。このとき、

β = βez

β̇ = β̇ez

n = sin θ cosϕex + sin θ sinϕey + cos θez

n · β = β cos θ

n · β̇ = β̇ cos θ

n · n = 1

β · β̇ = ββ̇ (1-23)

である。ところで、β× β̇ = 0であることに注意して式
(1-16)の外積部分を計算すれば、

[
n×

{
(n− β)× β̇

}]2
t′
=

[
n×

(
n× β̇ − β × β̇

)]2
t′

=
[
n×

(
n× β̇

)]2
t′

(1-24)

となる。さらに、図 1-3に示すように βと nがなす角
が θであることに注意して変形すれば、

[
n×

{
(n− β)× β̇

}]2
t′

=

[(
n · β̇

)2

− 2
(
n · β̇

)2

+ β̇2

]2
t′

=

[
β̇2 −

(
β̇ cos θ

)2
]

t′

=
[
β̇2 sin2 θ

]
t′

と得られる。したがって、式 (1-16)はこのとき、

dP (t′)
dΩ

=
d

dΩ

dW

dt′
=

e2

16π2c�0

[
β̇2 sin2 θ

]
t′

(1− β cos θ)
5
t′

(1-25)

となる（Ref. [3]の式 (2.9)）。上式には ϕが含まれてい
ないことから、その方向に一様であることがわかる。
式 (1-25)の β̇ を含む係数部分を 1として、各 β の値
に対してプロットすると図 1-6のようになる。図から、
電子の速さが高速に近づくにしたがって、放射の角度分
布は速度ベクトル方向に鋭く集中するとともに、放射強
度も増大することがわかる。また、図 1-5の場合と同様
に、加速度ベクトル方向の軸上に放射パワーが無いこと
がわかる。
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図 1-6. βと β̇が平行な場合の 1個の電子による放射パ
ワーの角度分布。原点を光源点として、原点からの距離
が放射パワーの強さにあたる。光速に近づくにつれて前
方に偏った放射パワー分布となる。

また、Ref. [3]に述べられているように、この特徴は
βが 1に近い領域では、βあるいは β̇がどのような方向
を向いても、すなわち、β × β̇ あるいは n × β̇ がどの
ような値をとろうとも変化しない。なぜなら、式 (1-16)
の分母にある (1− β cos θ)5 という高次のべき乗がこの
分布の形を決定づけるからである（β と β̇ が垂直な場
合も同様 [8]）。このべき乗があるために、β ≈ 1におい
ては、θ � 1に対して大きな値をとる。
図 1-7に示すように関数 f(θ, β) = (1− β cos θ)−1 は

θ = 0で最大値 (1− β)−1をとる。したがって、cos θ ≈
1− θ2/2と近似すれば、(1− β cos θ)−1が最大値の半分
(2(1− β))−1 をとる θHM の値は、

{
1− β

(
1− θ2HM

2

)}−1

=
1

2(1− β)

∴ θHM = ±
√
2

(
1

β
− 1

)
(1-26)

となる。図 1-8に示すように高エネルギーの電子が放射
するパワーの角度分布の半値半幅 θHM は非常に狭いこ
とがわかる。
β ≈ 1と近似すれば、θHM は、

θHM ≈ 1/γ (1-27)

となり、放射パワーが θ = 0を中心とした±θHM ≈ 2/γ

の範囲に集中することがわかる。この 1/γ という形か
ら、高エネルギー電子を扱う放射光施設で得られるシン
クロトロン光が高い指向性を持つことが理解できる。
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図 1-5. βと β̇が垂直な場合の 1個の電子による放射パ
ワーの角度分布。原点を光源点として、原点からの距離
が放射パワーの強さにあたる。光速に近づくにつれて前
方に偏った放射パワー分布となる。

dP (t′)
dΩ

=
�0
c

(
e

4π�0

)2

[
n×

{
(n− β)× β̇

}]2
t′

(1− n · β)5t′

=
�0
c

(
e

4π�0

)2
β̇2

(1− β cos θ)3t′

[
1− (sin θ cosϕ)

2

γ2(1− β cos θ)2

]

t′

(1-21)

となる（Ref. [7]の式 (2.59)）。光源点を原点にとり、上
式を使って空間の全角度への放射パワーを原点からの距
離でプロットすると、図 1-5のような曲面が各 β の値
に対して得られる。なお、簡単のため β̇2を含む係数部
分を 1 とした。図から、光速に比べて十分に遅い場合
（β = 0.01）には加速度ベクトル β̇方向にパワーのない
円盤様の形状をしているが、βが 1に近づくにつれて次
第に速度ベクトル β方向にパワーが偏よるとともに、鋭
く集束していくことがわかる。なお、β = 0.01の結果
から、加速度ベクトル方向の軸上に放射パワーが無いこ
とがわかる。
式 (1-21)の xz平面上の分布は、図 1-4から明らかな

ように、ϕ = 0を代入して、

dP (t′)
dΩ

=
�0
c

(
e

4π�0

)2
β̇2

(1− β cos θ)3t′

[
1− sin2 θ

γ2(1− β cos θ)2

]

t′

(1-22)

と Ref. [8]の式 (2.328)が得られる。
次に、βと β̇が平行な場合を考える。すなわち、観測

者に向かって運動する粒子が観測者に向かって加速度運
動を行っている状況を考える。これは例えば、制動放射
を観測する場合にあたる。このとき、

β = βez

β̇ = β̇ez

n = sin θ cosϕex + sin θ sinϕey + cos θez

n · β = β cos θ

n · β̇ = β̇ cos θ

n · n = 1

β · β̇ = ββ̇ (1-23)

である。ところで、β× β̇ = 0であることに注意して式
(1-16)の外積部分を計算すれば、

[
n×

{
(n− β)× β̇

}]2
t′
=

[
n×

(
n× β̇ − β × β̇

)]2
t′

=
[
n×

(
n× β̇

)]2
t′

(1-24)

となる。さらに、図 1-3に示すように βと nがなす角
が θであることに注意して変形すれば、

[
n×

{
(n− β)× β̇

}]2
t′

=

[(
n · β̇

)2

− 2
(
n · β̇

)2

+ β̇2

]2
t′

=

[
β̇2 −

(
β̇ cos θ

)2
]

t′

=
[
β̇2 sin2 θ

]
t′

と得られる。したがって、式 (1-16)はこのとき、

dP (t′)
dΩ

=
d

dΩ

dW

dt′
=

e2

16π2c�0

[
β̇2 sin2 θ

]
t′

(1− β cos θ)
5
t′

(1-25)

となる（Ref. [3]の式 (2.9)）。上式には ϕが含まれてい
ないことから、その方向に一様であることがわかる。
式 (1-25)の β̇ を含む係数部分を 1として、各 β の値
に対してプロットすると図 1-6のようになる。図から、
電子の速さが高速に近づくにしたがって、放射の角度分
布は速度ベクトル方向に鋭く集中するとともに、放射強
度も増大することがわかる。また、図 1-5の場合と同様
に、加速度ベクトル方向の軸上に放射パワーが無いこと
がわかる。
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1.3. 運動する点電荷による放射場のスペクトル -
Jackson表式

本節では、運動する点電荷による放射場のスペクトルの
表式を導出する。
これまでに、一つの点電荷が作る電磁場の式 (1-4)お
よび式 (1-5)と、点電荷が単位時間加速されたときに、
観測点の無限小の立体角を通り抜ける放射電場のエネル
ギー量を表す式 (1-13)を導いた。このローレンツ不変
量である放射電場のエネルギー量を放射光と定義する。
実際の観測点には電荷が通過する際の電磁パルスも感知
される場合もあるが、ここでは求めたいものはここで決
めた放射光成分であるとして、それ以外の場合を考える
必要が出た時には別途考慮するものとする。
一つの電子が無限遠方からやってきて放射を行い、ま
た無限遠方へ去っていく（点電荷と観測点との間の距離
R0や角度 θは時間とともに変化する）場合を考える。こ
のとき、観測位置での単位立体角を通過するエネルギー
は、式 (1-13)を時間積分して、

dW

dΩ
= �0cR

2
0

� ∞

−∞
|Eret,a|2dt (1-28)

となる。なお、�0μ0 = c−2 の関係を用いた。上式中の
遅延電場の加速電場成分 Eret,a ≡ Ea（これ以降 retの
付記を省略する）のフーリエ変換および逆変換はそれ
ぞれ、

Ea(t) =
1

2π

� ∞

−∞
Eωe

−iωtdω

Eω =

� ∞

−∞
Ea(t)e

iωtdt (1-29)

と書ける。これを式 (1-28)に代入すると、

dW
dΩ = �0cR

2
0

�∞
−∞ Ea(t) ·

�
1
2π

�∞
−∞ Eωe

−iωtdω
�
dt

(1-30)

となる。被積分関数である遅延電場のフーリエ係数部分
Eω は時間 tの関数ではなく、Ea(t)は角周波数 ωの関
数ではないことに注意して、式 (1-29)を使えば、

dW

dΩ
=

�0cR
2
0

2π

� ∞

−∞
Eω ·

�� ∞

−∞
Ea(t)e

−iωtdt

�
dω

=
�0cR

2
0

2π

� ∞

−∞
Eω ·E∗

ωdω

=
�0cR

2
0

π

� ∞

0

|Eω|2dω (1-31)

となる。よって、電子が一回通過する際に観測者が受信
する放射の全パワースペクトルは、単位立体角あたり、

d

dω

�
dP

dΩ

�

total

=
�0cR

2
0

π
|Eω|2 (1-32)

と表される（Ref. [3]の式 (2.10)）。ここで、式 (1-5)お
よび (1-2)、(1-3)を使えば、

Eω

=
e

4π�0

·
� ∞

−∞

�n×
�
(n− β)× β̇

�

cR (1− n · β)2
�

t′
e
iω

(
t′+R(t′)

c

)
dt�

(1-33)

と得られる。なお、括弧部は t� の記載を省略して表記
している。
点電荷が生成する放射場スペクトルの Jackson表式は、

式 (1-33)に遠方場近似を適用して得られる。
観測点と光源とが十分に離れている場合を考える。こ

のとき、R(t�)および n(t�)はともに定数ベクトルと見
ることができる。今、それぞれ、

R(t�) = R0

n(t�) = n0 (1-34)

と書く。
このとき、Ref. [1]14章 14.5節 (14.66)式、

⎡
⎣n×

�
(n− β)× β̇

�

(1− n · β)2

⎤
⎦
t′

=
d

dt�

�
n× (n× β)

(1− n · β)
�

t′

(1-35)

を用いて式 (1-33)を部分積分すれば、

Eω =
ieω

4π�0cR0

� ∞

−∞

�
n0 × (n0 × β(t�))

�

· exp
�
iω

�
t� − n0 · r(t�)

c

��
dt� (1-36)

を得る（Ref. [3]の式 (4.19)）。ここで、r(t�)は図 1-3に
示される、粒子の近傍にとった原点からの粒子の位置ベ
クトルである。式 (1-36)は放射光の計算でよく使われ
る表式であり、円軌道を描く電子が放出するシンクロト
ロン光の計算に用いられる。

2. アンジュレータ

2.1. 任意の加速運動で電子が生成する放射光の光子
数への換算

さて、本講義は「挿入光源」をタイトルに選んだ。挿入
光源には大きく 2種類あり、「アンジュレータ」と「ウィ
グラー」と呼ぶ。いずれも周期性を持った磁場分布を作
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り出す装置で、磁場分布の中で振動しながら進む電子
が、周期的な光源点から発せられるシンクロトロン光を
作り出す。
「アンジュレータ」は、複数の光源点から発せられた
光を干渉させることで高い輝度の光を作り出すための装
置である。
それでは、アンジュレータ光について考えていくこと
とする。
電子が一回通過する際に観測者が受信する単位立体角
あたりの放射の全パワースペクトルは、前節 1.3.の式
(1-32)および (1-33)によって与えられる。

d

dω

�
dP

dΩ

�

total

=
�0cR

2
0

π
|Eω|2

Eω =

� ∞

−∞
Ea(x, t)e

iωtdt

=
e

4π�0

·
� ∞

−∞

�n×
�
(n− β)× β̇

�

cR (1− n · β)2
�

t′
e
iω

(
t′+R(t′)

c

)
dt�

(2-1)

Eω は、次のように書きかえられる。

F ω =

�
2c�0R0

e

�
Eω

=
1

2π
� ∞

−∞

�
R0

R

n×
�
(n− β)× β̇

�

(1− n · β)2
�

t′
e
iω

(
t′+R(t′)

c

)
dt�

(2-2)

2.2. 軌道が有限の周期性を持つ場合のスペクトル -
Kim表式

アンジュレータで得られる、電子軌道が周期 T、周期数
Nuの周期性を持って干渉するシンクロトロン光を表わ
す式 (2-2)を導く。
まず、放射電場（式 (1-5)の加速度成分）を変換して、

f(x, t) =

�
4π�0cR0

e

�
Eret,a(x, t)

=

⎡
⎣R0

R

n×
�
(n− β)× β̇

�

(1− n · β)3

⎤
⎦
t′

(2-3)

とする。今、電子軌道が有限の周期性を持つのだから、

f(x, t) = f(x, t+ T ) = ... = f(x, t+NuT ) (2-4)

が成り立つ。これを使って式 (2-2)は（観測者の時間 t

で書いて）、

F ω

=
1

2π

� NuT

0

f(x, t)eiωtdt

=
1

2π

� T

0

f(x, t)eiωtdt+
1

2π

� 2T

T

f(x, t)eiωtdt+

...+
1

2π

� NuT

(Nu−1)T

f(x, t)eiωtdt

=
1

2π

� T

0

f(x, t)eiωtdt

+
1

2π

� T

0

f(x, t+ T )eiω(t+T )dt+

...+
1

2π

� T

0

f(x, t+ (Nu − 1)T )eiω(t+(Nu−1)T )dt

=
1− eiNuωT

1− eiωT

1

2π

� T

0

f(x, t)eiωtdt (2-5)

と、放射電場の 1周期分のフーリエ変換を使ってあらわ
せる。
上式より、

fω =
1

2π

� T

0

f(x, t)eiωtdt

F ω =
1− eiNuωT

1− eiωT
fω (2-6)

の関係があることがわかる。
また、

|F ω|2 = F ω · F ∗
ω

= |fω|2
1− cos(NuωT )

1− cos(ωT )

= N2
u |fω|2

�
sin(NuωT/2)

sin(ωT/2)

�2
(2-7)

と得られる。さらにここで、基本角周波数 ω1 = 2π/T

という量を導入し、ω1 を使って、

|F ω|2 = N2
u |fω|2

�
sin(πNuω/ω1)

sin(πω/ω1)

�2
(2-8)

と書き換えることができる。この式を、アンジュレータ
放射スペクトルの Kimの表式と呼ぶ。
この表式からアンジュレータ放射のスペクトル特性

を理解できる。電子軌道に依存する fω の形よりも、軌
道が持つ周期性が重要となる。通常のアンジュレータで
は、アンジュレータの持つ正弦形の磁場の 1周期分の軌
道が fω を決めているだけであって、別の軌道を描かせ
てもスペクトルとしては似たものとなる。fω の形は偏
光特性や高調波を取り扱う際に重要となる。

1.3. 運動する点電荷による放射場のスペクトル -
Jackson表式

本節では、運動する点電荷による放射場のスペクトルの
表式を導出する。
これまでに、一つの点電荷が作る電磁場の式 (1-4)お
よび式 (1-5)と、点電荷が単位時間加速されたときに、
観測点の無限小の立体角を通り抜ける放射電場のエネル
ギー量を表す式 (1-13)を導いた。このローレンツ不変
量である放射電場のエネルギー量を放射光と定義する。
実際の観測点には電荷が通過する際の電磁パルスも感知
される場合もあるが、ここでは求めたいものはここで決
めた放射光成分であるとして、それ以外の場合を考える
必要が出た時には別途考慮するものとする。
一つの電子が無限遠方からやってきて放射を行い、ま

た無限遠方へ去っていく（点電荷と観測点との間の距離
R0や角度 θは時間とともに変化する）場合を考える。こ
のとき、観測位置での単位立体角を通過するエネルギー
は、式 (1-13)を時間積分して、

dW

dΩ
= �0cR

2
0

� ∞

−∞
|Eret,a|2dt (1-28)

となる。なお、�0μ0 = c−2 の関係を用いた。上式中の
遅延電場の加速電場成分 Eret,a ≡ Ea（これ以降 retの
付記を省略する）のフーリエ変換および逆変換はそれ
ぞれ、

Ea(t) =
1

2π

� ∞

−∞
Eωe

−iωtdω

Eω =

� ∞

−∞
Ea(t)e

iωtdt (1-29)

と書ける。これを式 (1-28)に代入すると、

dW
dΩ = �0cR

2
0

�∞
−∞ Ea(t) ·

�
1
2π

�∞
−∞ Eωe

−iωtdω
�
dt

(1-30)

となる。被積分関数である遅延電場のフーリエ係数部分
Eω は時間 tの関数ではなく、Ea(t)は角周波数 ωの関
数ではないことに注意して、式 (1-29)を使えば、

dW

dΩ
=

�0cR
2
0

2π

� ∞

−∞
Eω ·

�� ∞

−∞
Ea(t)e

−iωtdt

�
dω

=
�0cR

2
0

2π

� ∞

−∞
Eω ·E∗

ωdω

=
�0cR

2
0

π

� ∞

0

|Eω|2dω (1-31)

となる。よって、電子が一回通過する際に観測者が受信
する放射の全パワースペクトルは、単位立体角あたり、

d

dω

�
dP

dΩ

�

total

=
�0cR

2
0

π
|Eω|2 (1-32)

と表される（Ref. [3]の式 (2.10)）。ここで、式 (1-5)お
よび (1-2)、(1-3)を使えば、

Eω

=
e

4π�0

·
� ∞

−∞

�n×
�
(n− β)× β̇

�

cR (1− n · β)2
�

t′
e
iω

(
t′+R(t′)

c

)
dt�

(1-33)

と得られる。なお、括弧部は t� の記載を省略して表記
している。
点電荷が生成する放射場スペクトルの Jackson表式は、

式 (1-33)に遠方場近似を適用して得られる。
観測点と光源とが十分に離れている場合を考える。こ

のとき、R(t�)および n(t�)はともに定数ベクトルと見
ることができる。今、それぞれ、

R(t�) = R0

n(t�) = n0 (1-34)

と書く。
このとき、Ref. [1]14章 14.5節 (14.66)式、

⎡
⎣n×

�
(n− β)× β̇

�

(1− n · β)2

⎤
⎦
t′

=
d

dt�

�
n× (n× β)

(1− n · β)
�

t′

(1-35)

を用いて式 (1-33)を部分積分すれば、

Eω =
ieω

4π�0cR0

� ∞

−∞

�
n0 × (n0 × β(t�))

�

· exp
�
iω

�
t� − n0 · r(t�)

c

��
dt� (1-36)

を得る（Ref. [3]の式 (4.19)）。ここで、r(t�)は図 1-3に
示される、粒子の近傍にとった原点からの粒子の位置ベ
クトルである。式 (1-36)は放射光の計算でよく使われ
る表式であり、円軌道を描く電子が放出するシンクロト
ロン光の計算に用いられる。

2. アンジュレータ

2.1. 任意の加速運動で電子が生成する放射光の光子
数への換算

さて、本講義は「挿入光源」をタイトルに選んだ。挿入
光源には大きく 2種類あり、「アンジュレータ」と「ウィ
グラー」と呼ぶ。いずれも周期性を持った磁場分布を作
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2.3. アンジュレータ放射スペクトルのフーリエ級数
展開による表記

アンジュレータのように放射に周期性がある場合には、
フーリエ級数に展開することで n次光近傍の様子がわか
る。この解析手法は、特に、アンジュレータ放射のベッ
セル関数表示のために重要となる。本節では、フーリエ
級数を使った解析手法を紹介する。
単位時間あたり単位立体角あたりのエネルギーの流れ
は、以下に示す式 (1-13)のように得られた。

d

dΩ

dW

dt
=

R2
0

μ0c
|Eret,a(x, t)|2

= �0cR
2
0|Eret,a(x, t)|2 (2-9)

今、あらたに fFS(x, t)を以下のように定義して、単
位時間あたり単位立体角あたりのエネルギーの流れの式
を書き換えれば、

fFS(x, t) =
e

4π�0c

⎡
⎣R0

R

n×
�
(n− β)× β̇

�

(1− n · β)3

⎤
⎦
t′

d

dΩ

dW

dt
= �0c|fFS(x, t)|2 (2-10)

と書ける。
観測者が受信した放射場が周期 T を持つときには、

fFS(x, t)を式 (C-6)にしたがってフーリエ級数展開で
きて、

fFS(x, t) =

∞�
k=−∞

�
fFS,ke

−ikω1t
�

fFS,k =
1

T

� T/2

−T/2

fFS(x, t)e
ikω1tdt

ω1 =
2π

T
(2-11)

これは時間 tが −T/2 ∼ T/2の 1周期分に対する計算
になっている（Ref. [3]の式 (4.4)）。有限長さのアンジュ
レータを考える場合には、アンジュレータ長さ分のス
テップ関数がかかったものを考えて、

f̂FS(x, t) = fFS(x, t) ·G(x, t)

where,

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

G(t) = 1,

�
−Nu

T

2
≤ t ≤ Nu

T

2

�

G(t) = 0,

�
t ≤ −Nu

T

2
or Nu

T

2
≤ t

�

(2-12)

として計算をすればよい。f̂(x, t)のスペクトル分解を

求めるために、フーリエ変換すれば、

f̂FS(x, t) =
1

2π

� ∞

−∞
f̂FS,ωe

−iωtdω

f̂FS,ω =

� ∞

−∞
f̂FS(x, t)e

iωtdt (2-13)

となる。これを使って、式 (1-32)から、

d

dω

�
dP

dΩ

�

total

=
�0c

π
|f̂FS,ω|2 (2-14)

となる。
f̂FS,ω を計算すると、

f̂FS,ω =

� ∞

−∞
f̂FS(x, t)e

iωtdt

=

� ∞

−∞
fFS(x, t) ·G(x, t)eiωtdt

=

� NuT/2

−NuT/2

fFS(x, t)e
iωtdt

=

� NuT/2

−NuT/2

� ∞�
k=−∞

fFS,ke
−ikω1t

�
eiωtdt

(2-15)

となり、今、fk は tの関数ではないことに注意して、

f̂FS,ω

=

∞�
k=−∞

fFS,k

� NuT/2

−NuT/2

ei(ω−kω1)tdt

=

∞�
k=−∞

fFS,k

· exp
�
i(ω − kω1)

NuT
2

�− exp
�−i(ω − kω1)

NuT
2

�
i(ω − kω1)

(2-16)

ここで、オイラーの公式を使って、

exp

�
i(ω − kω1)

NuT

2

�
− exp

�
−i(ω − kω1)

NuT

2

�

= 2i sin

�
(ω − kω1)

NuT

2

�
(2-17)

となるから、

f̂FS,ω =
∞�

k=−∞
fFS,k

2 sin
�
(ω − kω1)

NuT
2

�
(ω − kω1)

(2-18)

さらに、T = 2π/ω1 を使って、

f̂FS,ω =

∞�
k=−∞

fFS,k

2 sin
�
πNu(

ω
ω1

− k)
�

ω1(
ω
ω1

− k)
(2-19)
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と得られる。式 (2-11)の fFS,k を式 (2-19)に代入して
得られる f̂FS,ω の 2乗を式 (2-14)に代入すれば、光強
度を求めることができる。しかしながら、その場合、式
(2-19) の中の無限和が 2 乗される。通常は、各次数の
ピークが周波数空間内で十分に離れているとして無限和
の 2 乗（無限和の掛け算）を計算して生まれるクロス
タームを落とす。すると、

�
d

dω

�
dP

dΩ

�

total

�

k

=
4π�0c

ω2
1

N2
u |fFS,k|2

⎡
⎣ sin

�
πNu(

ω
ω1

− k)
�

πNu(
ω
ω1

− k)

⎤
⎦
2

(2-20)

と書けて（Ref. [3]の式 (4.14)）、アンジュレータ放射ス
ペクトルのフーリエ級数表記が得られる。
ここで、角括弧部分の、

δNu

�
ω

ω1

�
=

⎡
⎣ sin

�
πNu(

ω
ω1

− k)
�

πNu(
ω
ω1

− k)

⎤
⎦
2

(2-21)

がアンジュレータスペクトルの形を特徴付けている。な
お、kω1 = ωk、ω−ωk = δωkとして、ω/ω1−k = δωk/ω1

と書き換えれば、

δNu

�
ω

ω1

�
=

⎡
⎣ sin

�
πNu(

δωk

ω1
)
�

πNu(
δωk

ω1
)

⎤
⎦
2

(2-22)

と変形できる。
また、|fFS(x, t)|2の電子の運動 1周期 T あたりの平
均は、式 (2-11)を使って、

�|fFS(x, t)|2�

=
1

T

� T/2

−T/2

f2
FS(x, t)dt

= 2

∞�
n=1

|fFS,n|2 (2-23)

となり、電子が 1周期運動する間に観測者が k次光成分
の光の全エネルギーは、式 (2-10)より、

dWk

dΩ
= 2�0cT |fFS,k|2 (k ≥ 1) (2-24)

と得られる。これを �kω1で割れば、k次光の光子数が
計算できる。

2.4. アンジュレータ放射スペクトル分布の特徴

式 (2-22)から、アンジュレータ放射のスペクトルにどの
ような特徴があるのかを読み取ってみる。Ref. [9]に述
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図 2-1. 磁石周期数Nuと次数 kを変えて δNu (ω/ω1)を
プロット。Nuおよび kの増加に伴ってスペクトルが狭
帯域化される。

べられているように、強度がピーク値の半分の値になる
のはNuδωk/ω1 ≈ 1/2（位相 0と πでピークを迎える半
分の位相）を満たすときとすれば、ωk = kω1 を使って
半値全幅は δωk/ωk ≈ 1/(kNu)と、Ref. [9]の式 (14.19)
と同様の式が得られる。
すなわち、アンジュレータ放射のスペクトル分布

δNu

�
ω
ω1

�
の幅は 1/(kNu)程度であり、図 2-1に示すよ

うに磁石周期数Nuが増えれば、そして次数 kが高くな
ればスペクトルの幅も狭くなり単色化されることがわ
かる。
なお、δωk を ω1 で割った場合と ωk で割った場合と

で異なることに注意を要する。ωk で割ることで、高次
では分母が大きくなり、小さな値になる。

2.5. アンジュレータ磁場中の電子の運動

本節では、Ref. [10]および [11]にしたがって、アンジュ
レータ中の電子の運動に関して議論する。
以下、縦磁場が水平偏向した放射光を発生するリニア

アジンジュレータ（添字 Lを付す）についての議論をす
すめるが、縦磁場と横磁場によって円偏光を発生するヘ
リカルアンジュレータ（添字 Hを付す）の場合も以下
のような磁場を使って計算できる。それぞれの磁場は、
例えば以下のように表せる（例えば Ref. [12]の p.166）。

BL = (0,−B0 sin kuz, 0)

BH = (B0 cos kuz,−B0 sin kuz, 0) (2-25)

ここで、B0は磁場の振幅成分、λuは磁場周期長であり、
関係式

ku = 2π/λu (2-26)

2.3. アンジュレータ放射スペクトルのフーリエ級数
展開による表記

アンジュレータのように放射に周期性がある場合には、
フーリエ級数に展開することで n次光近傍の様子がわか
る。この解析手法は、特に、アンジュレータ放射のベッ
セル関数表示のために重要となる。本節では、フーリエ
級数を使った解析手法を紹介する。
単位時間あたり単位立体角あたりのエネルギーの流れ

は、以下に示す式 (1-13)のように得られた。

d

dΩ

dW

dt
=

R2
0

μ0c
|Eret,a(x, t)|2

= �0cR
2
0|Eret,a(x, t)|2 (2-9)

今、あらたに fFS(x, t)を以下のように定義して、単
位時間あたり単位立体角あたりのエネルギーの流れの式
を書き換えれば、

fFS(x, t) =
e

4π�0c

⎡
⎣R0

R

n×
�
(n− β)× β̇

�

(1− n · β)3

⎤
⎦
t′

d

dΩ

dW

dt
= �0c|fFS(x, t)|2 (2-10)

と書ける。
観測者が受信した放射場が周期 T を持つときには、

fFS(x, t)を式 (C-6)にしたがってフーリエ級数展開で
きて、

fFS(x, t) =

∞�
k=−∞

�
fFS,ke

−ikω1t
�

fFS,k =
1

T

� T/2

−T/2

fFS(x, t)e
ikω1tdt

ω1 =
2π

T
(2-11)

これは時間 tが −T/2 ∼ T/2の 1周期分に対する計算
になっている（Ref. [3]の式 (4.4)）。有限長さのアンジュ
レータを考える場合には、アンジュレータ長さ分のス
テップ関数がかかったものを考えて、

f̂FS(x, t) = fFS(x, t) ·G(x, t)

where,

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

G(t) = 1,

�
−Nu

T

2
≤ t ≤ Nu

T

2

�

G(t) = 0,

�
t ≤ −Nu

T

2
or Nu

T

2
≤ t

�

(2-12)

として計算をすればよい。f̂(x, t)のスペクトル分解を

求めるために、フーリエ変換すれば、

f̂FS(x, t) =
1

2π

� ∞

−∞
f̂FS,ωe

−iωtdω

f̂FS,ω =

� ∞

−∞
f̂FS(x, t)e

iωtdt (2-13)

となる。これを使って、式 (1-32)から、

d

dω

�
dP

dΩ

�

total

=
�0c

π
|f̂FS,ω|2 (2-14)

となる。
f̂FS,ω を計算すると、

f̂FS,ω =

� ∞

−∞
f̂FS(x, t)e

iωtdt

=

� ∞

−∞
fFS(x, t) ·G(x, t)eiωtdt

=

� NuT/2

−NuT/2

fFS(x, t)e
iωtdt

=

� NuT/2

−NuT/2

� ∞�
k=−∞

fFS,ke
−ikω1t

�
eiωtdt

(2-15)

となり、今、fk は tの関数ではないことに注意して、

f̂FS,ω

=

∞�
k=−∞

fFS,k

� NuT/2

−NuT/2

ei(ω−kω1)tdt

=

∞�
k=−∞

fFS,k

· exp
�
i(ω − kω1)

NuT
2

�− exp
�−i(ω − kω1)

NuT
2

�
i(ω − kω1)

(2-16)

ここで、オイラーの公式を使って、

exp

�
i(ω − kω1)

NuT

2

�
− exp

�
−i(ω − kω1)

NuT

2

�

= 2i sin

�
(ω − kω1)

NuT

2

�
(2-17)

となるから、

f̂FS,ω =
∞�

k=−∞
fFS,k

2 sin
�
(ω − kω1)

NuT
2

�
(ω − kω1)

(2-18)

さらに、T = 2π/ω1 を使って、

f̂FS,ω =

∞�
k=−∞

fFS,k

2 sin
�
πNu(

ω
ω1

− k)
�

ω1(
ω
ω1

− k)
(2-19)
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図 2-2. リニアアンジュレータの垂直磁場 ByL(y, z) =

B0 cosh(kuy) cos(kuz) の垂直-アンジュレータ軸方向
(yz)面内の分布。λu = 0.1m、B0 = 0.5T（K � 4.7)。

を満たす。なお、Ref. [3]3.1節の冒頭で述べられている
ように、また、Ref. [12]p.171の式 (3.12)に示されてい
るように、式 (2-25)の磁場分布BL はMaxwell方程式
を満足しない。

BL

= (0, B0 cosh(kuy) cos(kuz),−B0 sinh(kuy) sin(kuz))

(2-27)

などといった形 [12] [13] [14] をとった方がよいが、
図 2-2 および 2-3 に示すように y=0 のごく近傍では
cosh(kuy) = 1 および sinh(kuy) = 0 としても十分良
い近似となる。
また、Ref. [3]3.2節の冒頭に述べられているように、

式 (2-25)のBHの表式はBxおよびBy の振幅が等しい
ヘリカルアンジュレータ [15]のものであるが、Bxおよ
びByの振幅が異なるものを楕円アンジュレータ [16]と
呼ぶ。
アンジュレータ磁場中での電子の運動を知るために
は、以下の運動方程式を解く必要がある。

dp

dt
= −ev ×B (2-28)

ここで、pは電子の運動量であり、関係式

p = γmv (2-29)

を満たす。ここで、mは電子の静止質量、vは電子の速
度ベクトルである。また、電子のローレンツ因子 γ は、
以下の関係式を満たす。

γ =
1√

1− β2
(2-30)
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図 2-3. リニアアンジュレータのアンジュレータ軸方向
磁場 BzL(y, z) = −B0 sinh(kuy) sin(kuz) の yz 面内の
分布。λu = 0.1m、B0 = 0.5T（K � 4.7)。

アンジュレータ磁場中で電子の運動エネルギーすなわち
ローレンツ因子が変化しないと仮定すれば（放射による
エネルギー減衰を無視すれば）、

mγ
dv

dt
= −ev ×B (2-31)

と書ける。式 (2-31)の各成分は、

mγ
dvx
dt

= −e (vyBz − vzBy)

mγ
dvy
dt

= −e (vzBx − vxBz)

mγ
dvz
dt

= −e (vxBy − vyBx) (2-32)

となる。一般的な静磁場中の電子の運動は、例えば 4次
の Runge-Kutta法などを用いれば数値的に解くことがで
きる。
リニアアンジュレータでは電子が運動するアンジュ

レータ軸近傍では y（垂直）成分のみが存在して、x成
分の運動方程式は、

mγ
dvx
dt

= evzBy (2-33)

となる。さらに、vz = dz/dtすなわち vzdt = dzである
ことから、

mγ
dvx
dz

= eBy (2-34)

を得る。これを zに関して積分すると、電子の x方向の
速度成分は、

βx =
e

γmc

∫ z

By(z
′)dz′

≡ e

γmc
I1y(z) (2-35)
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となる。すなわち、磁場の 1次積分（BSと呼ぶ）に比
例していることがわかる。ここで I1yは垂直磁場の 1次
積分である。なお、さらに zに関して積分すると、電子
の x方向の位置が得られて、

xe =

∫ z

dz�βx

=
e

γmc

∫ z

dz�
∫ z

By(z
��)dz��

≡ e

γmc
I2y(z) (2-36)

ここで、I2yは垂直磁場の 2次積分（BS2と呼ぶ）である。
さらに式 (2-25)および (2-26)を代入すれば、

βxL =
e

γmc

∫ z

By(z
�)dz�

=
e

γmc

∫ z

(−B0 sin kuz
�) dz�

= − eB0

γmc

∫ z

(sin kuz
�) dz�

=
eB0λu

2πmcγ
(cos kuz)

=
K

γ
cos kuz (2-37)

を得る。ここで、K を偏向定数や K値などと呼び、

K ≡ eB0λu

2πmc
(≈ 93.37B0λu) (2-38)

と定義する。なお、アンジュレータの場合、一般にK � 1

であり、K � 10のものをウィグラーと呼ぶ [3]。また、
式 (2-25)では無限に一様に存在する磁場が記述されて
いるが、実際のアンジュレータ磁場は無限に一様には存
在していない。そこでここでは、アンジュレータ磁場が
無視できる程低い十分に遠い地点から積分すると考える
事で式 (2-37)の変形途中で積分定数を 0とした。
同様にして、

βyL = 0 (2-39)

を得る。式 (2-37)および (2-39)から、電子の横方向の
速さの最大値がK/γ であることがわかる。KEK-PFの
エネルギー ε = 2.5 [GeV]（γ � 4892）の電子ビームが
B0 = 0.5 [T]、λu = 0.1 [m]のアンジュレータ磁場で曲
げた場合、K � 4.7になり、電子の横方向の速さの最大
値はK/γ � 0.95× 10−3 [/c]と、小さな値であることが
わかる。
なお、Ref. [3]の式 (3.5)に示されているように、アン
ジュレータ内の電子の運動の最大振れ角がK/γ である
こともわかる。上記のパラメータでは、電子の最大振れ
角はK/γ � 0.95 [mrad]となり、軌道の振れ角も非常に

図 2-4. リニアアンジュレータの磁場中での電子軌道。
λu = 0.1 [m]、B0 = 0.5 [T]（K � 4.7）、ε = 2.5 [GeV]

（γ � 4892）。

小さいことがわかる。このことと後に触れる横方向の軌
道のずれの小ささから、アンジュレータではその放射の
大部分が前方に集中するために光の干渉効果が強く得ら
れるという特徴を理解することができる。
式 (2-36)に式 (2-37)、式 (2-39)を代入すれば、zに対
する xe および ye が計算できて、

xeL =

∫ z

dz�βx =
K

γ

1

ku
sin kuz (2-40)

yeL = 0 (2-41)

となる。
図 2-4に、リニアアンジュレータ磁場中の電子軌道を

zに対してプロットした（zに対してプロットしている
ことに注意）。
前述したように γは磁場中で変化しない。式 (2-30)を
使って、

βz =
√
β2 − β2

x − β2
y

=

√
1− 1

γ2
− β2

x − β2
y (2-42)

これを γ � 1、β2
x � 1、β2

y � 1として近似すれば、

βz ≈ 1− 1

2γ2
− β2

x + β2
y

2
(2-43)

となる。これに式 (2-37)、(2-39)を代入すれば、

βzL = 1− 1

2γ2

(
1 +K2 cos2 kuz

)
(2-44)
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図 2-2. リニアアンジュレータの垂直磁場 ByL(y, z) =

B0 cosh(kuy) cos(kuz) の垂直-アンジュレータ軸方向
(yz)面内の分布。λu = 0.1m、B0 = 0.5T（K � 4.7)。

を満たす。なお、Ref. [3]3.1節の冒頭で述べられている
ように、また、Ref. [12]p.171の式 (3.12)に示されてい
るように、式 (2-25)の磁場分布BL はMaxwell方程式
を満足しない。

BL

= (0, B0 cosh(kuy) cos(kuz),−B0 sinh(kuy) sin(kuz))

(2-27)

などといった形 [12] [13] [14] をとった方がよいが、
図 2-2 および 2-3 に示すように y=0 のごく近傍では
cosh(kuy) = 1 および sinh(kuy) = 0 としても十分良
い近似となる。
また、Ref. [3]3.2節の冒頭に述べられているように、

式 (2-25)のBHの表式はBxおよびBy の振幅が等しい
ヘリカルアンジュレータ [15]のものであるが、Bxおよ
びByの振幅が異なるものを楕円アンジュレータ [16]と
呼ぶ。
アンジュレータ磁場中での電子の運動を知るために

は、以下の運動方程式を解く必要がある。
dp

dt
= −ev ×B (2-28)

ここで、pは電子の運動量であり、関係式

p = γmv (2-29)

を満たす。ここで、mは電子の静止質量、vは電子の速
度ベクトルである。また、電子のローレンツ因子 γ は、
以下の関係式を満たす。

γ =
1√

1− β2
(2-30)
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図 2-3. リニアアンジュレータのアンジュレータ軸方向
磁場 BzL(y, z) = −B0 sinh(kuy) sin(kuz) の yz 面内の
分布。λu = 0.1m、B0 = 0.5T（K � 4.7)。

アンジュレータ磁場中で電子の運動エネルギーすなわち
ローレンツ因子が変化しないと仮定すれば（放射による
エネルギー減衰を無視すれば）、

mγ
dv

dt
= −ev ×B (2-31)

と書ける。式 (2-31)の各成分は、

mγ
dvx
dt

= −e (vyBz − vzBy)

mγ
dvy
dt

= −e (vzBx − vxBz)

mγ
dvz
dt

= −e (vxBy − vyBx) (2-32)

となる。一般的な静磁場中の電子の運動は、例えば 4次
の Runge-Kutta法などを用いれば数値的に解くことがで
きる。
リニアアンジュレータでは電子が運動するアンジュ

レータ軸近傍では y（垂直）成分のみが存在して、x成
分の運動方程式は、

mγ
dvx
dt

= evzBy (2-33)

となる。さらに、vz = dz/dtすなわち vzdt = dzである
ことから、

mγ
dvx
dz

= eBy (2-34)

を得る。これを zに関して積分すると、電子の x方向の
速度成分は、

βx =
e

γmc

∫ z

By(z
′)dz′

≡ e

γmc
I1y(z) (2-35)
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を得る。あるいは、

βzL = 1− 1

2γ2
− K2

4γ2
− K2

4γ2
cos 2kuz (2-45)

と変形すれば、リニアアンジュレータ内での電子の z方
向の速さは平均値 �vzL�/c = 1−1/(2γ2)−K2/(4γ2)の
まわりで振動することがわかる。
リニアアンジュレータ磁場中の電子軌道を時間 tで表

す。今、

z = �vzL�t
ω0 = ku�vzL� (2-46)

とおけば、

βxL =
K

γ
cosω0t

βzL =
�vzL�
c

− K2

4γ2
cos 2ω0t (2-47)

と変形できる。したがって、

xeL =
Kc

γω0
sinω0t

zeL = �vzL�t− K2c

8γ2ω0
sin 2ω0t (2-48)

となる。図 2-5に z方向の等速度運動を差し引いた電子
の軌道 xeL, zeL − �vzL�tを tに対してプロットした。リ
ニアアンジュレータ内で電子は、速さ �vzL�の等速運動
に xz面内での 8の字運動が重ね合わさった運動を行う。
リニアアンジュレータでは、この z方向の振動がある

ために調和振動からずれて、放射には基本振動数とその
各高調波成分があらわれることになる [3]。

2.6. アンジュレータの 1次光

アンジュレータ内で電子は磁場により複数回曲げられ、
曲げられる度にシンクロトロン光を放射する。シンクロ
トロン光は電子軌道の接線方向に放射されるため、電子
の vx,y = v⊥ がおよそ 0になる度に放射された光が、z

軸方向の遠方で重なり合って到達する。
光は電子よりも早い z方向の速度を持つため、光に対
して電子は遅れる。電子から放射される光が同じ初期位
相を持つのだとすれば、電子が λu進む度に光の波長 λ1

分だけ遅れるという条件を満たす場合には光を光の電場
振幅が重ね合わさることになる。
すなわち、λ1 が、

λ1 = λu − ct(z = λu) (2-49)

の条件を満たす場合である。ここで、光の位相速度を c

としている。

図 2-5. リニアアンジュレータの磁場中での x および
z 方向の電子軌道 (xeL, zeL − �vzL�t) を時間 t に対し
てプロット。λu = 0.1 [m]、B0 = 0.5 [T]（K � 4.7）、
ε = 2.5 [GeV]（γ � 4892）。

z = λuにおける t、すなわち電子が z方向に λu進ん
だ時の時間がわかれば、λ1 が求められる。
電子の z方向に zの位置にいるときの時刻の関数 t(z)

は zと、

dt(z)

dz
=

1

cβz(z)
(2-50)

の関係を持つので、これを zに関して積分すれば t(z)の
表式が得られる。

tL(z) =

∫ z 1

cβz(z�)
dz�

=
1

c

∫ z (
1− 1

2γ2
− K2

2γ2
cos2 kuz

)−1

dz�

(2-51)

このままでは非常に複雑な表式になってしまう（Ref. [17]-
p.196）。そこで被積分関数 β−1

z に関して近似して、

tL(z)

=

∫ z

0

1

cβzL(z�)
dz�

� 1

c

∫ z

0

(
1 +

1

2γ2
+

K2

2γ2
cos2 kuz

�
)
dz�

=
1

c

(
1 +

1

2γ2
+

K2

4γ2

)
z +

K2

8γ2kuc
sin 2kuz

(2-52)

とする。
λ1を求めるために必要であった z = λuにおける tは
それぞれ、式 (2-52)において z = λuとすれば得られて、
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式 (2-26)の関係を使って、

tL(z = λu) � 1

c

(
1 +

1

2γ2
+

K2

4γ2

)
λu (2-53)

となる。
よって、式 (2-49)から、

λ1L = λu − ctL(λu)

=
λu

2γ2

(
1 +

K2

2

)
(2-54)

となる。
式 (2-54)を使って式 (2-52)を書き変えると、

tL(z) =
1

c

(
1 +

λ1L

λu

)
z +

K2

8γ2kuc
sin 2kuz (2-55)

式 (2-55)から、t(z)を、

t = t(z) + δt(z) (2-56)

と見れば、電子が位置 z に到達する時間 t は平均時間
tL,H(nは整数)の周りで δtL,H だけ振動する。

tL(z) =
1

c

(
1 +

λ1L

λu

)
z,

δtL(z) =
K2

8γ2kuc
sin 2kuz (2-57)

ここで、δtL(z)の表式から、振動の周期が 2λuであるこ
とがわかる。
さて、式 (2-57)の第 1式から、

dtL(z)

dz
=

1

c

(
1 +

λ1L

λu

)
(2-58)

となるから（Ref. [10]-式 (3-7)）、

d

dz

{
z − ctL(z)

}
= −λ1L

λu
(2-59)

となる。
電子が距離 z を進む間に、光は距離 ctL,H(z)だけ進
むのだから、この式は電子の光に対する遅れの割合を表
している。すなわち、電子が λu進むごとに光に対して
λ1L だけ一定の割合で遅れていくことがわかる。

2.7. ローレンツ短縮と相対論的ドップラーシフト

では、Ref. [3]3.1節あるいはRef. [18]1.2節などに述べら
れているように、電子から見たローレンツ短縮（Lorentz
contraction）されたアンジュレータ磁場と相対論的な電
子が発する電磁波を観測者が受けるときの相対論的ドッ
プラー効果（Relativistic Doppler shift）という視点でア
ンジュレータ光を考えてみる。

本節の最後に示されるように、この 2つの相対論的効
果からそれぞれ∼ γだけ乗じられることによって（Ref.
[18]1.2節に述べられているように相対論的ドップラー
効果では 1/(2γ)）、∼ γ2 だけ高い周波数の光を観測者
は受信することになる。
電子の観測者方向の速さが小さい時は、観測者は式

(2-46)の ω0の表式に一致する角周波数の光を受け取る。
しかし、電子の速さが光速に近いときには、相対論的な
ドップラー効果により周波数が変わる。
今、式 (E-7)で表されるローレンツ短縮（例えば、Ref. [4]
の式 (2.1)）によって、アンジュレータ磁場内で電子か
ら見たアンジュレータ波長は 1/γ =

√
1− (vz/c)2倍に

短くなる。電子系（アンジュレータ内の z方向の電子の
速さ vz で動く系）におけるアンジュレータ波長 λ∗

uは、

λ∗
u = λu

√
1−

(vz
c

)2

(2-60)

と表される。よって、電子系での角周波数ω∗は、式 (2-46)
の ω0 を使って、

ω∗ =
2πvz
λ∗
u

=
ω0√

1− (
vz
c

)2 (2-61)

となる。よって、光のドップラー効果の式 (E-26)を使
えば、観測者と電子の運動方向との角度を θとして、静
止した観測者（静止系）から見た角周波数 ω1 は、

ω1 = ω∗

√
1− v2

z

c2

1− vz cos θ
c

≈ ω0

1− vz cos θ
c

(2-62)

となる（Ref. [3]の式 (3.12)）。
vz は式 (2-45)の βzL および式 (2-44)から得られる。
リニアアンジュレータの vz に関してはその振動項を

無視して平均値で近似し、ヘリカルアンジュレータに対
しても計算してまとめる。

βzL ≈ �vzL�
c

= 1− 1

2γ2
− K2

4γ2

βzH = 1− 1

2γ2
− K2

2γ2
(2-63)

とし、さらに、θ � 1および γ−1 � 1として、

cos θ ≈ 1− θ2

2
v

c
≈ 1− 1

2γ2
(2-64)

を得る。あるいは、

βzL = 1− 1

2γ2
− K2

4γ2
− K2

4γ2
cos 2kuz (2-45)

と変形すれば、リニアアンジュレータ内での電子の z方
向の速さは平均値 �vzL�/c = 1−1/(2γ2)−K2/(4γ2)の
まわりで振動することがわかる。
リニアアンジュレータ磁場中の電子軌道を時間 tで表

す。今、

z = �vzL�t
ω0 = ku�vzL� (2-46)

とおけば、

βxL =
K

γ
cosω0t

βzL =
�vzL�
c

− K2

4γ2
cos 2ω0t (2-47)

と変形できる。したがって、

xeL =
Kc

γω0
sinω0t

zeL = �vzL�t− K2c

8γ2ω0
sin 2ω0t (2-48)

となる。図 2-5に z方向の等速度運動を差し引いた電子
の軌道 xeL, zeL − �vzL�tを tに対してプロットした。リ
ニアアンジュレータ内で電子は、速さ �vzL�の等速運動
に xz面内での 8の字運動が重ね合わさった運動を行う。
リニアアンジュレータでは、この z方向の振動がある

ために調和振動からずれて、放射には基本振動数とその
各高調波成分があらわれることになる [3]。

2.6. アンジュレータの 1次光

アンジュレータ内で電子は磁場により複数回曲げられ、
曲げられる度にシンクロトロン光を放射する。シンクロ
トロン光は電子軌道の接線方向に放射されるため、電子
の vx,y = v⊥ がおよそ 0になる度に放射された光が、z

軸方向の遠方で重なり合って到達する。
光は電子よりも早い z方向の速度を持つため、光に対
して電子は遅れる。電子から放射される光が同じ初期位
相を持つのだとすれば、電子が λu進む度に光の波長 λ1

分だけ遅れるという条件を満たす場合には光を光の電場
振幅が重ね合わさることになる。
すなわち、λ1 が、

λ1 = λu − ct(z = λu) (2-49)

の条件を満たす場合である。ここで、光の位相速度を c

としている。

図 2-5. リニアアンジュレータの磁場中での x および
z 方向の電子軌道 (xeL, zeL − �vzL�t) を時間 t に対し
てプロット。λu = 0.1 [m]、B0 = 0.5 [T]（K � 4.7）、
ε = 2.5 [GeV]（γ � 4892）。

z = λuにおける t、すなわち電子が z方向に λu進ん
だ時の時間がわかれば、λ1 が求められる。
電子の z方向に zの位置にいるときの時刻の関数 t(z)

は zと、

dt(z)

dz
=

1

cβz(z)
(2-50)

の関係を持つので、これを zに関して積分すれば t(z)の
表式が得られる。

tL(z) =

∫ z 1

cβz(z�)
dz�

=
1

c

∫ z (
1− 1

2γ2
− K2

2γ2
cos2 kuz

)−1

dz�

(2-51)

このままでは非常に複雑な表式になってしまう（Ref. [17]-
p.196）。そこで被積分関数 β−1

z に関して近似して、

tL(z)

=

∫ z

0

1

cβzL(z�)
dz�

� 1

c

∫ z

0

(
1 +

1

2γ2
+

K2

2γ2
cos2 kuz

�
)
dz�

=
1

c

(
1 +

1

2γ2
+

K2

4γ2

)
z +

K2

8γ2kuc
sin 2kuz

(2-52)

とする。
λ1を求めるために必要であった z = λuにおける tは
それぞれ、式 (2-52)において z = λuとすれば得られて、
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と近似する。このとき、ω1の表式 (2-62)の分母部分は、

1− vzL cos θ

c
≈ 1− �vzL�

c
cos θ

≈ 1

2γ2

�
1 +

K2

2
+ θ2γ2

�

1− vzH cos θ

c
≈ 1

2γ2

�
1 +K2 + θ2γ2

�
(2-65)

と近似される。よって、静止した観測者（静止系）か
ら見た角周波数 ω1 の近似式として、式 (2-46)の ω0 を
使って、

ω1L ≈ ω0

�
1

2γ2

�
1 +

K2

2
+ θ2γ2

��−1

ω1H ≈ ω0

�
1

2γ2

�
1 +K2 + θ2γ2

��−1

(2-66)

と得られる。したがって、リニアおよびヘリカルアン
ジュレータの 1次光の波長の近似式、

λ1L =
2π�vzL�
ω1L

≈ λu

2γ2

�
1 +

K2

2
+ θ2γ2

�

λ1H =
2π�vzH�
ω1H

≈ λu

2γ2

�
1 +K2 + θ2γ2

�
(2-67)

が得られる（Ref. [3]の式 (3.13)および式 (3.15)）。
観測者が受信する放射光スペクトルは、基本波である

λ1 とその高調波 λk = λ1/kによって構成され、その角
度分布はすでに述べたように θ � 1の z 軸近傍に集中
したものになる。なお、いずれの場合においても電子の
運動を反映して、リニアアンジュレータの z軸上の放射
光は xz面の直線偏光となり、ヘリカルアンジュレータ
では円偏光となる。[3]

2.8. アンジュレータスペクトルの計算

第 k 次光成分の強さは |fFS,k|2 で決まり、式 (2-11)お
よび式 (2-10)から、

fFS,k =
1

T

� T/2

−T/2

fFS(x, t)e
ikω1tdt

fFS(x, t) =
e

4π�0c

⎡
⎣R0

R

n×
�
(n− β)× β̇

�

(1− n · β)3

⎤
⎦
t′

where, ω1 =
2π

T
(2-68)

である（Ref. [3]の式 (4-16)）。
式 (1-35)を使って、式 (2-68)を変形する。ωを kωと

すること、係数 ikωがかかること、また、遠方場近似の
適用によってR ≈ R0、また nが定数ベクトルとなり時

間に関する積分の外に出せることに注意して、

fFS,k ≈ ikω1e

4π�0c

1

T

� T ′/2

−T ′/2
{n0 × (n0 × β)}t′

· exp
�
ikω1

�
t� − n0 · r(t�)

c

��
dt�

=
ikω1e

4π�0c

ω1

2π

� T ′/2

−T ′/2
{n0 × (n0 × β)}t′

· exp
�
ikω1

�
t� − n0 · r(t�)

c

��
dt�

=
ikω2

1e

8π2�0c
{n0 × (n0 ×Qk)}t′

where,

Qk =

� T ′/2

−T ′/2
β exp

�
ikω1

�
t� − n0 · r(t�)

c

��
dt�

(2-69)

と得られる（Ref. [3]の式 (4-18)および式 (4-19)）。
この積分部Qkはアンジュレータ中の電子の運動から

計算できる。以上より、k次光のスペクトルは、

1. アンジュレータ中の電子の運動 r(t�)および β(t�)
を求める。

2. 積分部Qk を計算する。

3. fFS,k を計算する。

4. 式 (2-20)から k次光のスペクトルを計算する。

という手順で得られることがわかる。

2.9. リニアアンジュレータの軸上放射スペクトル

今、無限の長さ（周期数）を持ったリニアアンジュレー
タを考える。リニアアンジュレータの磁場を式 (2-25)と
同様に、

BL = (0,−B0 sin kuz, 0)

where, ku = 2π/λu (2-70)

とおく。このとき、すでに計算したように、アンジュ
レータ磁場中の電子の運動は式 (2-47) および式 (2-48)
によって表される。なお、このとき電子は進行方向への
等速運動に 8字運動が合成された運動を行うことは前述
のとおりである。すなわち、節 2.8.に述べた計算手順 1
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図 2-6. 遠方場近似におけるリニアアンジュレータから
の放射。遠方場近似の適用により、R ≈ R0、n ≈ n0。
また、式 (2-73)より、Qk は電子の速度ベクトル β(t�)
と同じ方向のベクトル関数である。

の r(t�)および β(t�)は、今、

βxL =
K

γ
cosω0t

βzL =
�vzL�
c

− K2

4γ2
cos 2ω0t

rxL =
Kc

γω0
sinω0t

rzL = �vzL�t− K2c

8γ2ω0
sin 2ω0t

where,

ω0 = ku�vzL�
�vzL�
c

= 1− 1

2γ2
− K2

4γ2

K ≡ eB0λu

2πmc
(2-71)

とできる。
今、図 2-6のように座標を設定すると、観測者方向へ

の単位ベクトル n0 は、

n0 = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) (2-72)

となる。
次に、節 2.8.に述べた計算手順 2にあるQkの計算を
行う。式 (2-66)を使って、

Qk =

∫ T ′/2

−T ′/2
β exp

[
ikω1

{
t� − n0 · r(t�)

c

}]
dt�

where,

T = δT �

δ =

{
1

2γ2

(
1 +

K2

2
+ θ2γ2

)}
(2-73)

Qk を各成分に分けて、式 (2-71)の β(t�)の各成分を代
入する。なお、QkzL の表式内の γ−2(� 1)の項を落と

せば、

QkxL

=
K

γ

∫ T ′/2

−T ′/2
cosω0t

� exp
[
ikω1L

{
t� − n0 · r(t�)

c

}]
dt�

QkzL

≈
∫ T ′/2

−T ′/2
exp

[
ikω1L

{
t� − n0 · r(t�)

c

}]
dt�

(QkyL = 0) (2-74)

と得られる。被積分関数の位相部分は、式 (2-71)の r(t�)
および式 (2-72)の各成分と、式 (2-66)を使って、ω1L =

ω0/δとすれば、

ikω1L

{
t� − n0 · r(t�)

c

}

= ik
ω0

δ

[
t� − 1

c

{
sin θ cosφ

Kc

γω0
sinω0t

�

+ cos θ

(
�vzL�t� − K2c

8γ2ω0
sin 2ω0t

�
)}]

≈ ik

[
ω0t

� − K

γδ
sin θ cosφ sinω0t

�

+
K2

8γ2δ
cos θ sin 2ω0t

�
]

where, δ =

{
1

2γ2

(
1 +

K2

2
+ θ2γ2

)}
(2-75)

と得られる。ただし、式 (2-65)より、(1−�vzL�/c) cos θ ≈
δであることを使った。さらにここで、sin θ ≈ θおよび
cos θ ≈ 1と近似すれば、

ikω1L

{
t� − n0 · r(t�)

c

}

≈ ik

(
ω0t

� − K

γδ
θ cosφ sinω0t

� +
K2

8γ2δ
sin 2ω0t

�
)

= ik (ω0t
� −A sinω0t

� +B sin 2ω0t
�)

where,

A =
K

γδ
θ cosφ =

2Kγθ cosφ

1 + γ2θ2 +K2/2

B =
K2

8γ2δ
=

K2

4(1 + γ2θ2 +K2/2)
(2-76)

と近似する。このとき、ω1の表式 (2-62)の分母部分は、

1− vzL cos θ

c
≈ 1− �vzL�

c
cos θ

≈ 1

2γ2

�
1 +

K2

2
+ θ2γ2

�

1− vzH cos θ

c
≈ 1

2γ2

�
1 +K2 + θ2γ2

�
(2-65)

と近似される。よって、静止した観測者（静止系）か
ら見た角周波数 ω1 の近似式として、式 (2-46)の ω0 を
使って、

ω1L ≈ ω0

�
1

2γ2

�
1 +

K2

2
+ θ2γ2

��−1

ω1H ≈ ω0

�
1

2γ2

�
1 +K2 + θ2γ2

��−1

(2-66)

と得られる。したがって、リニアおよびヘリカルアン
ジュレータの 1次光の波長の近似式、

λ1L =
2π�vzL�
ω1L

≈ λu

2γ2

�
1 +

K2

2
+ θ2γ2

�

λ1H =
2π�vzH�
ω1H

≈ λu

2γ2

�
1 +K2 + θ2γ2

�
(2-67)

が得られる（Ref. [3]の式 (3.13)および式 (3.15)）。
観測者が受信する放射光スペクトルは、基本波である

λ1 とその高調波 λk = λ1/kによって構成され、その角
度分布はすでに述べたように θ � 1の z 軸近傍に集中
したものになる。なお、いずれの場合においても電子の
運動を反映して、リニアアンジュレータの z軸上の放射
光は xz面の直線偏光となり、ヘリカルアンジュレータ
では円偏光となる。[3]

2.8. アンジュレータスペクトルの計算

第 k 次光成分の強さは |fFS,k|2 で決まり、式 (2-11)お
よび式 (2-10)から、

fFS,k =
1

T

� T/2

−T/2

fFS(x, t)e
ikω1tdt

fFS(x, t) =
e

4π�0c

⎡
⎣R0

R

n×
�
(n− β)× β̇

�

(1− n · β)3

⎤
⎦
t′

where, ω1 =
2π

T
(2-68)

である（Ref. [3]の式 (4-16)）。
式 (1-35)を使って、式 (2-68)を変形する。ωを kωと

すること、係数 ikωがかかること、また、遠方場近似の
適用によってR ≈ R0、また nが定数ベクトルとなり時

間に関する積分の外に出せることに注意して、

fFS,k ≈ ikω1e

4π�0c

1

T

� T ′/2

−T ′/2
{n0 × (n0 × β)}t′

· exp
�
ikω1

�
t� − n0 · r(t�)

c

��
dt�

=
ikω1e

4π�0c

ω1

2π

� T ′/2

−T ′/2
{n0 × (n0 × β)}t′

· exp
�
ikω1

�
t� − n0 · r(t�)

c

��
dt�

=
ikω2

1e

8π2�0c
{n0 × (n0 ×Qk)}t′

where,

Qk =

� T ′/2

−T ′/2
β exp

�
ikω1

�
t� − n0 · r(t�)

c

��
dt�

(2-69)

と得られる（Ref. [3]の式 (4-18)および式 (4-19)）。
この積分部Qkはアンジュレータ中の電子の運動から

計算できる。以上より、k次光のスペクトルは、

1. アンジュレータ中の電子の運動 r(t�)および β(t�)
を求める。

2. 積分部Qk を計算する。

3. fFS,k を計算する。

4. 式 (2-20)から k次光のスペクトルを計算する。

という手順で得られることがわかる。

2.9. リニアアンジュレータの軸上放射スペクトル

今、無限の長さ（周期数）を持ったリニアアンジュレー
タを考える。リニアアンジュレータの磁場を式 (2-25)と
同様に、

BL = (0,−B0 sin kuz, 0)

where, ku = 2π/λu (2-70)

とおく。このとき、すでに計算したように、アンジュ
レータ磁場中の電子の運動は式 (2-47) および式 (2-48)
によって表される。なお、このとき電子は進行方向への
等速運動に 8字運動が合成された運動を行うことは前述
のとおりである。すなわち、節 2.8.に述べた計算手順 1
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となる。よって、式 (2-74)の QkxL および QkzL は、

QkxL

=
K

γ

∫ T ′/2

−T ′/2
cosω0t

�

· exp [ik (ω0t
� −A sinω0t

� +B sin 2ω0t
�)] dt�

QkzL

=
∫ T ′/2
−T ′/2 exp [ik (ω0t

� −A sinω0t
� +B sin 2ω0t

�)] dt�

where,

A =
2Kγθ cosφ

1 + γ2θ2 +K2/2

B =
K2

4(1 + γ2θ2 +K2/2)
(2-77)

と書ける。
今、QkxL および QkzL の積分部を整数次ベッセル関
数を使って表す。
式 (B-7)および式 (B-1)、式 (B-2)から、ベッセル関数

Jn(x)とその母関数 g(u, x)はそれぞれ、

Jn(x) =

∞∑
j=0

(−1)j

j!(j + n)!

(x
2

)n+2j

g(u, x) =

∞∑
n=−∞

Jn(x)u
n

g(u, x) = exp
(xu

2

)
exp

(
− x

2u

)
(2-78)

と表される（Ref. [3]の式 (4.27)、式 (4.28)、式 (4.29)に
少し合わせて変数を置き換えた）。式 (2-78)の第 2、3式
で、u = exp(iy)とおけば、

∞∑
n=−∞

Jn(x) {exp(iy)}n

= exp

(
x exp(iy)

2

)
exp

(
− x

2 exp(iy)

)

∴
∞∑

n=−∞
Jn(x) exp(iny)

= exp (ix sin y) (2-79)

となる。これを使って、式 (2-77)の QkxL および QkzL

の被積分部の指数関数部を書き換える。

exp{−ikA sin(ω0t
�)} =

∞∑
q=−∞

Jq(kA) exp(−iqω0t
�)

exp{ikB sin(2ω0t
�)} =

∞∑
p=−∞

Jp(kB) exp(ip2ω0t
�)

(2-80)

と書けるから、

exp [ik (ω0t
� −A sinω0t

� +B sin 2ω0t
�)]

=
∑∞

q=−∞
∑∞

p=−∞ Jq(kA)Jp(kB) exp{iω0t
�(k − q + 2p)}

(2-81)

よって、

QkxL

=
K

γ

∞∑
q=−∞

∞∑
p=−∞

Jq(kA)Jp(kB)

·
∫ T ′/2

−T ′/2
cosω0t

� exp{iω0t
�(k − q + 2p)}dt�

QkzL

=

∞∑
q=−∞

∞∑
p=−∞

Jq(kA)Jp(kB)

·
∫ T ′/2

−T ′/2
exp{iω0t

�(k − q + 2p)}dt�

(2-82)

となる（Ref. [3]の式 (4.30)および (4.31)）。上式の積分
部を計算するために、ω0t

� = ψ とおけば、ω0dt
� = dψ

となるから、
∫ T ′/2

−T ′/2
cos(ω0t

�) exp{iω0t
�(k − q + 2p)}dt�

=

∫ T ′/2

−T ′/2

[
cos(ω0t

�) cos{ω0t
�(k − q + 2p)}

+ i cos(ω0t
�) sin{ω0t

�(k − q + 2p)}
]
dt�

=
1

ω0

∫ π

−π

[
cos(ψ) cos{(k − q + 2p)ψ}

+ i cos(ψ) sin{(k − q + 2p)ψ}
]
dψ (2-83)

今、(k − q + 2p)の各変数はいずれも整数であることか
ら全体として整数であり、

∫ T ′/2

−T ′/2
cos(ω0t

�) exp{iω0t
�(k − q + 2p)}dt�

=

{
π
ω0

(k − q + 2p = ±1 or q = 2p+ k ± 1)

0 (otherwise)

(2-84)
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である。また、
∫ T ′/2

−T ′/2
exp{iω0t

�(k − q + 2p)}dt�

=
1

ω0

∫ π

−π

[
cos{(k − q + 2p)ψ}

+ i sin{(k − q + 2p)ψ}
]
dψ

=

{
2π
ω0

(k − q + 2p = 0or q = 2p+ k)

0 (otherwise)

(2-85)

である。よって、

Sj =

∞∑
p=−∞

Jp(kB)J2p+k+j(kA) (2-86)

とおけば、式 (2-82)より、

QkxL =
πK

ω0γ
(S−1 + S1) , QkzL =

2π

ω0
S0

(QkyL = 0)

where,

Sj =

∞∑
p=−∞

Jp(kB)J2p+k+j(kA)

A =
2Kγθ cosφ

1 + γ2θ2 +K2/2
, B =

K2

4(1 + γ2θ2 +K2/2)

(2-87)

となる。
次に、節 2.8.に述べた計算手順 3にある fFS,kの計算
を行う。式 (2-69)に示されているように、

fFS,k =
ikω2

1e

8π2�0c
{n0 × (n0 ×Qk)}t′ (2-88)

であった。図 2-6より、fFS,k内のベクトル n0 × (n0 ×
Qk)の向きは、n0 に垂直である。そこで、図 2-7に示
すようにn0に垂直な単位ベクトルm⊥およびm�を導
入する。
今、m�を xz平面に平行にとれば（y成分の大きさが

0で、n0との内積が 0で、大きさが 1、かつ θ = φ = 0に
おいて x成分が正となるように定める）、式 (2-72)から、

m� =
1√

1 + sin2 θ sin2 φ
(cos θ, 0,− sin θ cosφ)

(2-89)

である。さらに遠方場近似のもとで、θ � 1と近似すれ
ば（sin θ ≈ θ、cos θ ≈ 1と近似し、θ2 の項を 0と近似
する）、

n0 ≈ (θ cosφ, θ sinφ, 1)

m� ≈ (1, 0,−θ cosφ)

m⊥ ≈ (0, 1,−θ sinφ) (2-90)

図 2-7. 遠方場近似におけるリニアアンジュレータから
の放射。遠方場近似の適用により、R ≈ R0、n ≈ n0、
θ � 1と近似できる。これらの近似のもと、n0 に垂直
な単位ベクトルm⊥およびm�を導入する（式 (2-90)）。
なお、Qk は電子の速度ベクトル β(t�)と同じ方向のベ
クトル関数であり、今、β(t�)は xz面内のベクトルであ
る。

となる。
よって、n0 × (n0 ×Qk)のm�およびm⊥方向の成

分を計算すれば、

[n0 × (n0 ×Qk)]�

= [n0 × (n0 ×Qk)] ·m�

≈ −QkxL + θ cosφQkzL

[n0 × (n0 ×Qk)]⊥
= [n0 × (n0 ×Qk)] ·m⊥

≈ −QkyL + θ sinφQkzL

= θ sinφQkzL (2-91)

なお、計算の途中で現れる θ2の項をその都度落とした。
よって、式 (2-87)および式 (2-91)から、

fFS,kL� =
ikω2

1e

8π2�0c
{n0 × (n0 ×QkL)}t′�

= ikω2
1e

8π2�0c
π
ω0

{
−K

γ (S−1 + S1) + 2θ cosφS0

}

fFS,kL⊥ =
ikω2

1e

8π2�0c
{n0 × (n0 ×QkL)}t′⊥

=
ikω2

1e

8π2�0c

2π

ω0
θ sinφS0

where,

Sj =

∞∑
p=−∞

Jp(kB)J2p+k+j(kA)

A =
2Kγθ cosφ

1 + γ2θ2 +K2/2

B =
K2

4(1 + γ2θ2 +K2/2)
(2-92)

と得られる。

となる。よって、式 (2-74)の QkxL および QkzL は、

QkxL

=
K

γ

∫ T ′/2

−T ′/2
cosω0t

�

· exp [ik (ω0t
� −A sinω0t

� +B sin 2ω0t
�)] dt�

QkzL

=
∫ T ′/2
−T ′/2 exp [ik (ω0t

� −A sinω0t
� +B sin 2ω0t

�)] dt�

where,

A =
2Kγθ cosφ

1 + γ2θ2 +K2/2

B =
K2

4(1 + γ2θ2 +K2/2)
(2-77)

と書ける。
今、QkxL および QkzL の積分部を整数次ベッセル関
数を使って表す。
式 (B-7)および式 (B-1)、式 (B-2)から、ベッセル関数

Jn(x)とその母関数 g(u, x)はそれぞれ、

Jn(x) =

∞∑
j=0

(−1)j

j!(j + n)!

(x
2

)n+2j

g(u, x) =

∞∑
n=−∞

Jn(x)u
n

g(u, x) = exp
(xu

2

)
exp

(
− x

2u

)
(2-78)

と表される（Ref. [3]の式 (4.27)、式 (4.28)、式 (4.29)に
少し合わせて変数を置き換えた）。式 (2-78)の第 2、3式
で、u = exp(iy)とおけば、

∞∑
n=−∞

Jn(x) {exp(iy)}n

= exp

(
x exp(iy)

2

)
exp

(
− x

2 exp(iy)

)

∴
∞∑

n=−∞
Jn(x) exp(iny)

= exp (ix sin y) (2-79)

となる。これを使って、式 (2-77)の QkxL および QkzL

の被積分部の指数関数部を書き換える。

exp{−ikA sin(ω0t
�)} =

∞∑
q=−∞

Jq(kA) exp(−iqω0t
�)

exp{ikB sin(2ω0t
�)} =

∞∑
p=−∞

Jp(kB) exp(ip2ω0t
�)

(2-80)

と書けるから、

exp [ik (ω0t
� −A sinω0t

� +B sin 2ω0t
�)]

=
∑∞

q=−∞
∑∞

p=−∞ Jq(kA)Jp(kB) exp{iω0t
�(k − q + 2p)}

(2-81)

よって、

QkxL

=
K

γ

∞∑
q=−∞

∞∑
p=−∞

Jq(kA)Jp(kB)

·
∫ T ′/2

−T ′/2
cosω0t

� exp{iω0t
�(k − q + 2p)}dt�

QkzL

=

∞∑
q=−∞

∞∑
p=−∞

Jq(kA)Jp(kB)

·
∫ T ′/2

−T ′/2
exp{iω0t

�(k − q + 2p)}dt�

(2-82)

となる（Ref. [3]の式 (4.30)および (4.31)）。上式の積分
部を計算するために、ω0t

� = ψ とおけば、ω0dt
� = dψ

となるから、
∫ T ′/2

−T ′/2
cos(ω0t

�) exp{iω0t
�(k − q + 2p)}dt�

=

∫ T ′/2

−T ′/2

[
cos(ω0t

�) cos{ω0t
�(k − q + 2p)}

+ i cos(ω0t
�) sin{ω0t

�(k − q + 2p)}
]
dt�

=
1

ω0

∫ π

−π

[
cos(ψ) cos{(k − q + 2p)ψ}

+ i cos(ψ) sin{(k − q + 2p)ψ}
]
dψ (2-83)

今、(k − q + 2p)の各変数はいずれも整数であることか
ら全体として整数であり、

∫ T ′/2

−T ′/2
cos(ω0t

�) exp{iω0t
�(k − q + 2p)}dt�

=

{
π
ω0

(k − q + 2p = ±1 or q = 2p+ k ± 1)

0 (otherwise)

(2-84)
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最後に、節 2.8.に述べた計算手順 4に述べたように、
式 (2-20)に (2-92)を代入すれば、リニアアンジュレー
タの放射スペクトルが計算できる。
今、アンジュレータ軸上、すなわち θ = 0の z軸上の
スペクトルを計算する。
式 (2-92)において θ = 0とすれば、fFS,kL⊥ = 0とな

ることは明らかである。これは、アンジュレータ軸上の
電場ベクトルが xz面内にのみ存在すること、すなわち
リニアアンジュレータからの放射光のアンジュレータ軸
上の成分が線偏光していることを意味する。
また、fFS,kL� 中の S±1 は、

S±1 =
∞�

p=−∞
Jp

�
k

K2

4(1 +K2/2)

�
J2p+k±1(0)

(2-93)

と計算される。なお、図 B-1に示すように、J0(0) = 1

および Jn≥1(0) = 0であるから、2p+ k ± 1 = 0、すな
わち k = −2p∓ 1とできる。pは整数であったから、k

は奇数であることを意味する。重複するが、kが偶数の
時にはベッセル関数が 0となって fFS,kL� = 0となる。
すなわち、アンジュレータ軸上には高調波は奇数次のみ
で、偶数次の光は存在しないことがわかる。
アンジュレータ軸上には偶数次の高調波が存在しない
という性質は、Ref. [19]p.582では、アンジュレータ軸上
で観測した場合に現れる電子の運動の対称性に由来する
ことが解説されている。対称性を持った周期運動をフー
リエ級数展開すれば、偶数次の項は消えて奇数次の項の
みが残ることが確かめられる（例えば、Ref. [20]p.55）。
また、Ref. [19]Fig.4.4に示されているように、軸外から
見れば周期性が失われるため、偶数次の高次成分が軸外
に現れる。
よって、p = (−k ∓ 1)/2として（総和記号が消える

ことに注意）、

S±1 = J(−k∓1)/2

�
k

K2

4(1 +K2/2)

�
(2-94)

と書ける。また、式 (2-66)の ω1L の表式に θ = 0を代
入すれば、

ω1L ≈ 2ω0γ
2

1 + K2

2

(2-95)

と得られる。したがって、これらの式と関係式 λu =

2πc/ω0 を使って、リニアアンジュレータの放射のアン

ジュレータ軸上（θ = 0）の k次成分に対して、

fFS,kL� =
ikω2

1e

8π2�0c

π

ω0

�
−K

γ
(S−1 + S1)

�

= − ikeγ3

�0λu

K�
1 + K2

2

�2

· �J(−k+1)/2 (kξ) + J(−k−1)/2 (kξ)
�

fFS,kL⊥ = 0

where, ξ =
K2

4(1 +K2/2)
(2-96)

となる。
ところで、式 (B-9) で表されるベッセル関数の性質

J−n(x) = (−1)nJn(x)を使えば、

J(−k+1)/2 (kξ) = (−1)(k−1)/2J(k−1)/2 (kξ)

J(−k−1)/2 (kξ) = (−1)(k+1)/2J(k+1)/2 (kξ)

∴
�
J(−k+1)/2 (kξ) + J(−k−1)/2 (kξ)

�2

=
�
J(k−1)/2 (kξ)− J(k+1)/2 (kξ)

�2
(2-97)

となる。したがって、リニアアンジュレータの軸上（θ =

0）において、k 次の直線偏光した放射光スペクトル表
式は式 (2-20)から、

d

dω

�
dP

dΩ

�

kL,θ=0,�

=
4π�0c

ω2
1L

N2
u |fFS,kL�|2

⎡
⎣ sin

�
πNu(

ω
ω1

− k)
�

πNu(
ω
ω1

− k)

⎤
⎦
2

=
2e2γ2N2

u

4π�0c

K2

2�
1 + K2

2

�2

· k2 �J(k−1)/2 (kξ)− J(k+1)/2 (kξ)
�2

·
⎡
⎣ sin

�
πNu(

ω
ω1

− k)
�

πNu(
ω
ω1

− k)

⎤
⎦
2

where, ξ =
K2

4(1 +K2/2)
(2-98)

と得られる。ただし、k は奇数である。図 2-8 に、1
次、3次、5次それぞれのスペクトルを上式を用いてプ
ロットした。なお、磁石周期長 λu = 0.04 [m]、磁場振
幅 B0 = 0.267839 [T]（K ∼ 1)）、磁石周期数Nu = 100

とした。したがって、奇数次のすべての光を重ね合わ
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図 2-8. 式 (2-98)で表される遠方場近似におけるリニア
アンジュレータの軸上で観測される 1次および 3次、5
次それぞれの放射スペクトルを左から順に実線でプロッ
トした。なお、電子のエネルギーを 1 [GeV]、磁石周期長
λu = 0.04 [m]、磁場振幅 B0 = 0.267839 [T]（K ∼ 1)）、
磁石周期数Nu = 100とした。

せた、
d

dω

�
dP

dΩ

�

kL,θ=0,�

=
2e2γ2N2

u

4π�0c

K2

2�
1 + K2

2

�2
∞�

k=1,odd

k2
�
J(k−1)/2 (kξ)− J(k+1)/2 (kξ)

�2

·
⎡
⎣ sin

�
πNu(

ω
ω1

− k)
�

πNu(
ω
ω1

− k)

⎤
⎦
2

where, ξ =
K2

4(1 +K2/2)
(2-99)

が、リニアアンジュレータの軸上（θ = 0）において得
られる放射光スペクトルである。なお、このとき、k次
光の波長は式 (2-67)より、

λk,L,θ=0 = kλ1,L,θ=0 ≈ k
λu

2γ2

�
1 +

K2

2

�
(2-100)

である。

3. ビーム

本章では、Ref. [3]の 6章にならって、多数の電子の
集団である電子ビームによる放射の表式を導入する。
まずはじめに、多数の電子からの放射を考え、その後、
それをもとに自発放射とコヒーレント放射（Coherent

Synchrotron Radiation / CSR）との違いについて考える
[21]。なお、CSRとは、電子蓄積リングにおいてその可
能性が F.C. Michel [22]によって 1982年に示唆され、そ
の後、1989年に T. Nakazatoら [23]によって東北大学
の 180 MeVライナックを用いて世界で初めて観測され
た光である。位相情報を測定することの可能な光を得る
ために、あるいは、電子蓄積リングのように天文学的な
数の電子からの放射強度を飛躍的に高める手段として注
目されている。
そして、ビームの様々なパラメータを放射光の表式に

取り入れることで、実効的な放射光の強度の表式を導入
する。

3.1. 多数の電子からの放射に関する一般論 /光の重
ね合わせ

これまで、1個の電子が作り出すシンクロトロン光を考
えてきた。ここでは、Ref. [3]の 6.1節にならってN � 1

個の電子からの放射を考える。
まず、Ne 個の電子が全て、光子エネルギー �ω の単

色平面波 sin(kz − ωt − φj)を放射したと考える。ただ
し、φj は j番目の電子からの平面波の初期位相である。
空間の光の電場E(z, t)を平面波の重ね合わせで表現す
れば、

E(z, t) =

Ne�
j=1

Ej sin(kz − ωt− φj) (3-1)

となる。光の初期位相が揃っている（コヒーレント）場
合、φi = 0、θ = kz − ωtとおけば、重ね合わせた光の
強度E2(z, t)は、

E2(z, t) =

⎛
⎝

Ne�
j=1

Ej

⎞
⎠

2

sin2 θ (3-2)

となる。今、全ての光の振幅が等しいとすれば、Ej = E0

とできて、E2(z, t)の 1周期あたりの平均は、

�E2(z, t)� =
⎛
⎝

Ne�
j=1

E0

⎞
⎠

2

�sin2 θ�

= N2
e

E2
0

2
(3-3)

となる。
各光の初期位相がばらばらな（インコヒレーント）場

最後に、節 2.8.に述べた計算手順 4に述べたように、
式 (2-20)に (2-92)を代入すれば、リニアアンジュレー
タの放射スペクトルが計算できる。
今、アンジュレータ軸上、すなわち θ = 0の z軸上の
スペクトルを計算する。
式 (2-92)において θ = 0とすれば、fFS,kL⊥ = 0とな

ることは明らかである。これは、アンジュレータ軸上の
電場ベクトルが xz面内にのみ存在すること、すなわち
リニアアンジュレータからの放射光のアンジュレータ軸
上の成分が線偏光していることを意味する。
また、fFS,kL� 中の S±1 は、

S±1 =
∞�

p=−∞
Jp

�
k

K2

4(1 +K2/2)

�
J2p+k±1(0)

(2-93)

と計算される。なお、図 B-1に示すように、J0(0) = 1

および Jn≥1(0) = 0であるから、2p+ k ± 1 = 0、すな
わち k = −2p∓ 1とできる。pは整数であったから、k

は奇数であることを意味する。重複するが、kが偶数の
時にはベッセル関数が 0となって fFS,kL� = 0となる。
すなわち、アンジュレータ軸上には高調波は奇数次のみ
で、偶数次の光は存在しないことがわかる。
アンジュレータ軸上には偶数次の高調波が存在しない

という性質は、Ref. [19]p.582では、アンジュレータ軸上
で観測した場合に現れる電子の運動の対称性に由来する
ことが解説されている。対称性を持った周期運動をフー
リエ級数展開すれば、偶数次の項は消えて奇数次の項の
みが残ることが確かめられる（例えば、Ref. [20]p.55）。
また、Ref. [19]Fig.4.4に示されているように、軸外から
見れば周期性が失われるため、偶数次の高次成分が軸外
に現れる。
よって、p = (−k ∓ 1)/2として（総和記号が消える

ことに注意）、

S±1 = J(−k∓1)/2

�
k

K2

4(1 +K2/2)

�
(2-94)

と書ける。また、式 (2-66)の ω1L の表式に θ = 0を代
入すれば、

ω1L ≈ 2ω0γ
2

1 + K2

2

(2-95)

と得られる。したがって、これらの式と関係式 λu =

2πc/ω0 を使って、リニアアンジュレータの放射のアン

ジュレータ軸上（θ = 0）の k次成分に対して、

fFS,kL� =
ikω2

1e

8π2�0c

π

ω0

�
−K

γ
(S−1 + S1)

�

= − ikeγ3

�0λu

K�
1 + K2

2

�2

· �J(−k+1)/2 (kξ) + J(−k−1)/2 (kξ)
�

fFS,kL⊥ = 0

where, ξ =
K2

4(1 +K2/2)
(2-96)

となる。
ところで、式 (B-9) で表されるベッセル関数の性質

J−n(x) = (−1)nJn(x)を使えば、

J(−k+1)/2 (kξ) = (−1)(k−1)/2J(k−1)/2 (kξ)

J(−k−1)/2 (kξ) = (−1)(k+1)/2J(k+1)/2 (kξ)

∴
�
J(−k+1)/2 (kξ) + J(−k−1)/2 (kξ)

�2

=
�
J(k−1)/2 (kξ)− J(k+1)/2 (kξ)

�2
(2-97)

となる。したがって、リニアアンジュレータの軸上（θ =

0）において、k 次の直線偏光した放射光スペクトル表
式は式 (2-20)から、

d

dω

�
dP

dΩ

�

kL,θ=0,�

=
4π�0c

ω2
1L

N2
u |fFS,kL�|2

⎡
⎣ sin

�
πNu(

ω
ω1

− k)
�

πNu(
ω
ω1

− k)

⎤
⎦
2

=
2e2γ2N2

u

4π�0c

K2

2�
1 + K2

2

�2

· k2 �J(k−1)/2 (kξ)− J(k+1)/2 (kξ)
�2

·
⎡
⎣ sin

�
πNu(

ω
ω1

− k)
�

πNu(
ω
ω1

− k)

⎤
⎦
2

where, ξ =
K2

4(1 +K2/2)
(2-98)

と得られる。ただし、k は奇数である。図 2-8 に、1
次、3次、5次それぞれのスペクトルを上式を用いてプ
ロットした。なお、磁石周期長 λu = 0.04 [m]、磁場振
幅 B0 = 0.267839 [T]（K ∼ 1)）、磁石周期数Nu = 100

とした。したがって、奇数次のすべての光を重ね合わ
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合には、

E2(z, t) =

Ne∑
j=1

Ej sin(θ − φj)

Ne∑
n=1

En sin(θ − φn)

= sin2 θ

Ne∑
j=1

Ej cosφj

Ne∑
n=1

En cosφn

+ cos2 θ

Ne∑
j=1

Ej sinφj

Ne∑
n=1

En sinφn

− 2 sin θ cos θ

Ne∑
j=1

Ne∑
n=1

EjEn cosφj sinφn

(3-4)

となり、この場合の 1 周期あたりの平均は、前述の
�sin2 θ� = �cos2 θ� = 1/2であることと、�cos θ sin θ� = 0

であること [17]を使って、

�E2(z, t)� = �A�
2

+
�B�
2

where,

�A� =
∑
j(=n)

E2
j cos

2 φj +
∑
j �=n

EjEn cosφj cosφn

�B� =
∑
j(=n)

E2
j sin

2 φj +
∑
j �=n

EjEn sinφj sinφn

(1 ≤ j ≤ Ne, 1 ≤ n ≤ Ne), θ = kz − ωt (3-5)

となる。ここで、φj および φnは 0から 2πの一様な値
をとるものとして平均すれば、�A�および �B�の第 2項
はいずれも 0となる。したがって、コヒーレントな場合
と同様に Ej = E0 とすれば、

�A� = �B� = 1

2

∑
j

E2
j = Ne

E2
0

2
(3-6)

と得られる。1個の電子による光の強度は Ne = 1を代
入して、E2

0/2と得られる。さらに、式 (3-6)と (3-3)そ
れぞれの式から、インコヒーレントな放射では放射強度
が電子数Neに比例する（I ∝ Ne）のに対して、コヒー
レントな放射では N2 に比例する（I ∝ N2

e）ことがわ
かる。
光がインコヒーレントかコヒーレントかを決める条件
は何であろうか。
電子ビームが直線状に分布している場合を考え、角度
発散は 0であるとする。今、N 個の電子によって構成さ
れる電子ビームが光の波長程度よりも十分に狭い領域に
集まっているとすれば、光から見た電子の集団はあたか
も大きな電荷 −eNeを持った一つの荷電粒子に見える。

1個の電子が出す放射光の強度は式 (1-5)のEret,a で
表される放射電場の 2乗で与えられる。すなわち、電荷

量の 2乗に比例することがわかる。今の場合、一つの荷
電粒子の電荷の 2乗、すなわち、I ∝ (−eNe)

2 ∝ N2
e と

なることがわかる。これは、コヒーレントな放射である
ことを意味する。
では、電子ビームの進行方向の長さ（バンチ長）が光

の波長よりもずっと長くなるとどうなるだろう。電子が
バラバラに分布していることを反映して、各電子から生
まれた個々の光の初期位相はバラバラになる。これは、
上述したインコヒレーントな放射を計算した場合の状況
そのものである。

PFリングの場合、蓄積電子のバンチ長はおよそ 2 [cm]

である。したがって、赤外（� 1 [mm]）から可視（�
1 [μm]）、そして X線（� 1 [nm]）に至る大部分の波長
域で放射光はインコヒーレントであることがわかる。
以上の議論から、挿入光源のインコヒーレントな放射

光の強度を実用的な単位で求めてみることにする。
式 (2-2)を使って、式 (2-1)を書きかえれば、単位立体
角、Δω、I [A]あたりの光子数 d2Np/(dωdΩ)は、イン
コヒーレント放射では放射強度が電子数 Ne = I/eの 1
乗倍となることに気をつけて、

d2Np

dωdΩ
[photons/sec/rad2]

=
d

dω

(
dP

dΩ

)

total

·Δω · I
e
· 1

�ω

=
e2

4π�0�c
|F ω|2 · Δω

ω
· I
e

(3-7)

となる。さらに I = 1とすれば、1 [A]あたりの量が得
られる。
なお、� = h/(2π)で、hはプランク定数である。この

式 (3-7)は Ref. [19]の式 (2.24)（spectral flux）に一致す
る。dNp/dΩ = d2F/dΩ2としたとき、F を spectral flux
という [19]。
また、通常は相対バンド幅 Δω/ω = 0.1 [%]にとり、

例えば、リニアアンジュレータ軸上の k（kは奇数）次
光では、式 (2-98)を使って（単位にmradなどを使って
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いることに注意）、

d2NpB

dωdΩ
[photons/sec/A/mrad2/0.1%b.w.]

=
1

e�
Δω

ω

d

dω

�
dP

dΩ

�

kL,θ=0,�

≈ 4.555× 107γ2N2
uK

2

�
1 +

K2

2

�−2

k2

�
J(k−1)/2 (kξ)− J(k+1)/2 (kξ)

�2

·
⎡
⎣ sin

�
πNu(

ω
ω1

− k)
�

πNu(
ω
ω1

− k)

⎤
⎦
2

where, ξ =
K2

4(1 +K2/2)
(3-8)

となる。なお、I = 1として 1 [A]あたりに変換した。さ
らに、ビーム電流値の単位を I [mA]、電子のエネルギー
γ を E [GeV]に、バンド幅を 1 [%]と変換したうえで、
正弦関数の周期性から整数 nに対して {sin(θ−nπ)}2 =

sin2(θ) であることに注意して式 (3-8) と同様に変形す
ると、

D0 [photons/sec/mrad2/1%b.w.]

=
d2NpB

dωdΩ

≈ 1.744× 1012I[mA](E [GeV])2

· k2K2

�
1 +

K2

2

�−2

· �J(k−1)/2 (kξ)− J(k+1)/2 (kξ)
�2

·
sin2

�
πNu

ω
ω1

�

π2( ω
ω1

− k)2

where, ξ =
K2

4(1 +K2/2)
(3-9)

と、Ref. [24] の式 (3-1) を得る。また、式 (3-9) に 103

を掛けてビーム電流 I の単位を mAから Aに変換する
とともに、10−1をかけて 1%b.w.を 0.1%b.w.へと変換
すれば、Ref. [25]の式 (8)に一致する。なお、D0 を自
然光束角密度と呼ぶ [25]。さらに、式 (3-8)において、
ω = kω1 とすれば各次数のピーク値に対する表式が得
られる。このとき、sinc関数の性質から sinc(0) = 1で

あるから、
�
d2NpB

dωdΩ

�

k

[photons/sec/mrad2/1%b.w.]

≈ 1.744× 1012I[mA](E [GeV])2

·N2
uk

2K2

�
1 +

K2

2

�−2

· �J(k−1)/2 (kξ)− J(k+1)/2 (kξ)
�2

where, ξ =
K2

4(1 +K2/2)
(3-10)

となる。これは、Ref. [24]の式 (3-4)に一致する。

3.2. 実効的な放射光の強度

実際の電子ビームは、有限の大きさ、有限の角度発散を
持っている（Ref. [26]の 2.1節など）。このような量を
考慮した挿入光源からの放射強度を考える。
今、リニアアンジュレータの軸上での放射を考える。

このとき、k次光の波長は、例えば式 (2-67)から、

λkL ≈ k
λu

2γ2

�
1 +

K2

2
+ θ2γ2

�
(3-11)

であるから、電子ビームの角度広がりから大きな影響を
受けることがわかる。

Ref. [24]の式 (3-6)に示されているように、電子蓄積
リング内の電子ビームの角度分散は Gauss分布に従う。
よって、標準偏差を使って、水平方向の横方向ビームサ
イズを σex、垂直方向の横方向ビームサイズを σey、そ
して、水平方向のビーム発散角を σ�

ex、垂直方向のビー
ム発散角を σ�

ey と表すことができる。
実効的なスペクトルは dP/dΩkL,θ=0,� と例えば Ref.

[24]の式 (3-6)に示される電子ビームの角度分散関数と
を θに関して畳み込みすることで求めることができる。
今、アンジュレータ軸上放射に注目して θ ≈ 0とする。
このとき、本稿の座標軸の設定から（例えば式 (2-72)）、
「x� = dx/dz =電子ビームの角度分散関数」を以下の
f(θ, φ)のように表す。したがって、k次光（ただし kは
奇数）の成分を重ね合わせて、

d

dω

�
dP

dΩ

�

eff

=

∞�
k=1,odd

�
f(θ�, φ�)

�
d2P (ω, θ�, φ�)

dωdΩ�

�

k

dΩ�

where,

f(θ�, φ�) ≈ 1
2πσ′

exσ
′
ey

exp
�
− θ′2

2σ′2
ex

cos2 φ� − θ′2
2σ′2

ey
sin2 φ�

�

dΩ� ≈ θ�dθ�dφ� (3-12)

合には、

E2(z, t) =

Ne∑
j=1

Ej sin(θ − φj)

Ne∑
n=1

En sin(θ − φn)

= sin2 θ

Ne∑
j=1

Ej cosφj

Ne∑
n=1

En cosφn

+ cos2 θ

Ne∑
j=1

Ej sinφj

Ne∑
n=1

En sinφn

− 2 sin θ cos θ

Ne∑
j=1

Ne∑
n=1

EjEn cosφj sinφn

(3-4)

となり、この場合の 1 周期あたりの平均は、前述の
�sin2 θ� = �cos2 θ� = 1/2であることと、�cos θ sin θ� = 0

であること [17]を使って、

�E2(z, t)� = �A�
2

+
�B�
2

where,

�A� =
∑
j(=n)

E2
j cos

2 φj +
∑
j �=n

EjEn cosφj cosφn

�B� =
∑
j(=n)

E2
j sin

2 φj +
∑
j �=n

EjEn sinφj sinφn

(1 ≤ j ≤ Ne, 1 ≤ n ≤ Ne), θ = kz − ωt (3-5)

となる。ここで、φj および φnは 0から 2πの一様な値
をとるものとして平均すれば、�A�および �B�の第 2項
はいずれも 0となる。したがって、コヒーレントな場合
と同様に Ej = E0 とすれば、

�A� = �B� = 1

2

∑
j

E2
j = Ne

E2
0

2
(3-6)

と得られる。1個の電子による光の強度は Ne = 1を代
入して、E2

0/2と得られる。さらに、式 (3-6)と (3-3)そ
れぞれの式から、インコヒーレントな放射では放射強度
が電子数Neに比例する（I ∝ Ne）のに対して、コヒー
レントな放射では N2 に比例する（I ∝ N2

e）ことがわ
かる。
光がインコヒーレントかコヒーレントかを決める条件

は何であろうか。
電子ビームが直線状に分布している場合を考え、角度

発散は 0であるとする。今、N 個の電子によって構成さ
れる電子ビームが光の波長程度よりも十分に狭い領域に
集まっているとすれば、光から見た電子の集団はあたか
も大きな電荷 −eNeを持った一つの荷電粒子に見える。

1個の電子が出す放射光の強度は式 (1-5)のEret,a で
表される放射電場の 2乗で与えられる。すなわち、電荷

量の 2乗に比例することがわかる。今の場合、一つの荷
電粒子の電荷の 2乗、すなわち、I ∝ (−eNe)

2 ∝ N2
e と

なることがわかる。これは、コヒーレントな放射である
ことを意味する。
では、電子ビームの進行方向の長さ（バンチ長）が光

の波長よりもずっと長くなるとどうなるだろう。電子が
バラバラに分布していることを反映して、各電子から生
まれた個々の光の初期位相はバラバラになる。これは、
上述したインコヒレーントな放射を計算した場合の状況
そのものである。

PFリングの場合、蓄積電子のバンチ長はおよそ 2 [cm]

である。したがって、赤外（� 1 [mm]）から可視（�
1 [μm]）、そして X線（� 1 [nm]）に至る大部分の波長
域で放射光はインコヒーレントであることがわかる。
以上の議論から、挿入光源のインコヒーレントな放射

光の強度を実用的な単位で求めてみることにする。
式 (2-2)を使って、式 (2-1)を書きかえれば、単位立体
角、Δω、I [A]あたりの光子数 d2Np/(dωdΩ)は、イン
コヒーレント放射では放射強度が電子数 Ne = I/eの 1
乗倍となることに気をつけて、

d2Np

dωdΩ
[photons/sec/rad2]

=
d

dω

(
dP

dΩ

)

total

·Δω · I
e
· 1

�ω

=
e2

4π�0�c
|F ω|2 · Δω

ω
· I
e

(3-7)

となる。さらに I = 1とすれば、1 [A]あたりの量が得
られる。
なお、� = h/(2π)で、hはプランク定数である。この

式 (3-7)は Ref. [19]の式 (2.24)（spectral flux）に一致す
る。dNp/dΩ = d2F/dΩ2としたとき、F を spectral flux
という [19]。
また、通常は相対バンド幅 Δω/ω = 0.1 [%]にとり、

例えば、リニアアンジュレータ軸上の k（kは奇数）次
光では、式 (2-98)を使って（単位にmradなどを使って
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となる。ただし、sin θ ≈ θと近似して得られる。
電子ビームの角度発散が大きくなるにつれ、スペクト
ルは長波長側にテールを引く。
実際に式 (3-12)を使ってスペクトルを計算すること
は大変である。実用上は各高調波のピーク値を見積もる
ことができれば十分であることが多い [3]。

3.3. 光子ビームのエミッタンス

放射光の輝度の計算、あるいは放射光に含まれるコヒー
レントな光の割合を知るためには、光子ビームのエミッ
タンスという概念を知る必要がある。Ref. [8]の 2.2.2.B
節 p.53の記述に従って、光子ビームのエミッタンスを
導出する。
エミッタンスがゼロの電子ビームから出た放射光も光
子である以上、Heisenberg不確定性原理が成り立ち、そ
の位置と運動量は同時には決められず位相空間において
ある有限のサイズ以下にはならない。不確定性原理は、

δpxδx =
�
2

(3-13)

という関係式で表される。ここで、等号はガウス分布の
場合に成り立つ。ところで、光子の運動量の大きさは波
数 kによって一意に決まり、p = �kで与えられる。すな
わち、式 (3-13)中の δpxは、運動量ベクトル pの x軸へ
の射影成分を意味し、光子の運動量ベクトル（波数ベクト
ル）と x軸との成す角度を x′とすれば、δpx = �k sin(x′)
で与えらる。
ところで、光の波数（あるいは波長）は無限時間のパ
ルス長を持つ光を使うことで単一波数（波長）を選ぶこ
とが可能である（光のエネルギーがプランク定数 �を単
位とする離散的な値であることを考えるとイメージしや
すい）。
すなわち、運動量の幅 δpx は角度 x′ に幅があると考

える必要があり、δpx = �kδx′とすればよい。したがっ
て、光子ビームの分布をガウス分布であるとすれば（等
号の成立条件）、式 (3-13)より光子ビームのエミッタン
ス（あるいは光子の固有エミッタンス Ref. [27]とも言
う）εp = δx′δxは、

�kδx′δx =
�
2

∴ εp[πm · rad] = λ

4π
(3-14)

と得られる。
なお、Ref. [28]や Ref. [29]では、スリット位置での

光の強度分布がガウス分布であると仮定して、光の回折
効果（Fraunhofer Diffraction）から光子の固有エミッタ

ンス εpを求めている（Ref. [29]の式 (42)や Ref. [27]の
節 3.4など）。元をたどれば不確定性原理に行き着く。
挿入光源の場合、放射の角度分布をガウス分布で近似

して、式 (3-14)の δx′ を自然角度発散 σ′
p [25]、

σ′
p ≈

√
λ

Nuλu
(3-15)

ととり、式 (3-14)および式 (3-15)から、自然光源サイズ
σp [25]は、

σp ≈
√
Nuλuλ

4π
(3-16)

となる。

3.4. 放射光の強度計算

放射光の強度を計算する際にまず最初に気をつけ
たい事は、我々が最初に得られる放射光強度は全光
束 F [photons/sec/0.1%b.w.] ではなく自然光束角密度
D0 [photons/sec/mrad2/0.1%b.w.]であるということで
ある。この点に気をつけながら、以下に種々の強度の計
算手順を示す。
広がりのない（ゼロエミッタンス）電子ビーム

が挿入光源から単位時間に全立体角に放射する光
子数は、式 (3-9) などで表される自然光束角密度
D0 [photons/sec/mrad2/0.1%b.w.] [25]を用いて（単位
は文献によって様々）、

F [photons/sec/0.1%b.w.]

= 2πσ′2
p D0

= 2πσ′2
p

(
d2NpB

dωdΩ

)
(3-17)

とかけて、F を全光束（photon flux）[25]と呼ぶ。また、
以下の B0 を、

B0 =
D0

2πσ2
p

(3-18)

を自然輝度 [25]と呼ぶ。
現実の電子ビームに対して、光源が持つ実効的なサイ

ズ Σpx,py と角度発散 Σ′
px,py は、電子ビームサイズ σx,y

および電子ビーム角度発散 σ′
x,yの重ね合わせと考えて、

Σpx,py =
√
σ2
p + σ2

x,y

Σ′
px,py =

√
σ′2
p + σ′2

x,y (3-19)

となる。ここで、Ref. [8]p.37の式 (2.94,95)に示されて
いるように、放射減衰と励起の平衡状態にある電子ビー
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ムの、分散関数があるところでの広がりは、

σx,y =

√
βx,yεx,y +

(
ηx,y

σE

E

)2

σ′
x,y =

√
(
1 + α2

x,y

) εx,y
βx,y

+
(
η′x,y

σE

E

)2

(3-20)

で与えられる。なお、βx,yはベータトロン関数、αx,yは
アルファ関数、εx,y は電子ビームのエミッタンス、ηx,y

はビームの分散関数、η′x,yは分散関数の軌道長に対する
微分係数、σE は電子ビームのエネルギー幅である。
現実の電子ビームが挿入光源から単位時間に単位立
体角に放射する光子数は、式 (3-17)および式 (3-19)を
使って、

D [photons/sec/mrad2/0.1%b.w.] =
F

2πΣ′
pxΣ

′
py

(3-21)

と得られる。Dを光束角密度という。
さらに、光束角密度 Dを光源の単位面積あたりに換
算した量 Bを、輝度（brilliance）と呼び、

B =
D

2πΣpxΣpy
(3-22)

で表される。上式から、電子ビームのエミッタンスが低
いほど高い輝度の放射光が得られることがわかる。

4. 偏向電磁石

4.1. 偏向電磁石からの放射

本節では、Ref. [19]の 3章や Ref. [3]の 5.1節などにな
らって電子蓄積リングの偏向電磁石部からの放射を計算
してみる。
偏向電磁石の静磁場の磁束密度を BBM = (0, B0, 0)

とおけば、この静磁場中での電子の運動を知るには、以
下の運動方程式を解けばよい。

dp

dt′
= −ev ×B

p = γmv

γ =
1√

1− (v/c)2
=

1√
1− β2

where, t′ = t′ +
n0 · r

c
(4-1)

ここで、mは電子の静止質量、v は電子の速度ベクト
ル、pは電子の運動量ベクトル、γは電子のローレンツ
因子である。また、t′は遅延時間である。なお、今、観
測者は光原点から十分に遠方にいるものとして（遠方場
近似を適用する）、粒子の位置ベクトル rから観測者へ

の方向の単位ベクトル nを図 1-3に示したのと同様に
原点から観測者への定数ベクトル n0で近似する。粒子
磁場中で電子の運動エネルギーが変化しないと仮定すれ
ば（放射によるエネルギー減衰を無視すれば）、

mγ
dv

dt′
= −ev × B (4-2)

と書ける。このとき、式 (4-2)の各成分は、

mγ
dvx
dt′

= −e (vyBz − vzBy)

mγ
dvy
dt′

= −e (vzBx − vxBz)

mγ
dvz
dt′

= −e (vxBy − vyBx) (4-3)

となり、BBM = (0, B0, 0)を代入すれば、

mγ
dvx
dt′

= evzB0

mγ
dvy
dt′

= 0

mγ
dvz
dt′

= −evxB0 (4-4)

となる。すなわち、vy = vy0 で一定である。vx および
vz を tで微分すれば、

mγ
d2vx
dt′2

= eB0
dvz
dt′

= −e2B2
0

mγ
vx

mγ
d2vz
dt′2

= −eB0
dvx
dt′

= −e2B2
0

mγ
vz (4-5)

と変形できる。これは単振動の方程式であり、ωρ =

eB0/(γm)とおいて、vx,z = cos(ωρt
′) or sin(ωρt

′)であ
る。今、vx の一般解を vx = a1 cos(ωρt

′) + a2 sin(ωρt
′)

とすれば、式 (4-4)より vz = −a1 sin(ωρt
′)+a2 cos(ωρt

′)
となる。
今、図 4-1 に合わせて速度に関する初期条件を決め
て、t′ = 0において v(0) = v0(0, 0, 1)と選べば、a1 = 0

および a2 = v0 を得るから、vx = v0 sin(ωρt
′) および

vz = v0 cos(ωρt
′)となる。したがって、粒子の速度は、

v(t′) = v0 (sin(ωρt
′), 0, cos(ωρt

′))

β(t′) = β0 (sin(ωρt
′), 0, cos(ωρt

′))

ωρ =
eB0

γm
(4-6)

となり、上式を時間積分すれば、

rx(t
′) = − v0

ωρ
cos(ωρt

′) + a1

ry(t
′) = a2

rz(t
′) =

v0
ωρ

sin(ωρt
′) + a3

となる。ただし、sin θ ≈ θと近似して得られる。
電子ビームの角度発散が大きくなるにつれ、スペクト

ルは長波長側にテールを引く。
実際に式 (3-12)を使ってスペクトルを計算すること
は大変である。実用上は各高調波のピーク値を見積もる
ことができれば十分であることが多い [3]。

3.3. 光子ビームのエミッタンス

放射光の輝度の計算、あるいは放射光に含まれるコヒー
レントな光の割合を知るためには、光子ビームのエミッ
タンスという概念を知る必要がある。Ref. [8]の 2.2.2.B
節 p.53の記述に従って、光子ビームのエミッタンスを
導出する。
エミッタンスがゼロの電子ビームから出た放射光も光

子である以上、Heisenberg不確定性原理が成り立ち、そ
の位置と運動量は同時には決められず位相空間において
ある有限のサイズ以下にはならない。不確定性原理は、

δpxδx =
�
2

(3-13)

という関係式で表される。ここで、等号はガウス分布の
場合に成り立つ。ところで、光子の運動量の大きさは波
数 kによって一意に決まり、p = �kで与えられる。すな
わち、式 (3-13)中の δpxは、運動量ベクトル pの x軸へ
の射影成分を意味し、光子の運動量ベクトル（波数ベクト
ル）と x軸との成す角度を x′とすれば、δpx = �k sin(x′)
で与えらる。
ところで、光の波数（あるいは波長）は無限時間のパ

ルス長を持つ光を使うことで単一波数（波長）を選ぶこ
とが可能である（光のエネルギーがプランク定数 �を単
位とする離散的な値であることを考えるとイメージしや
すい）。
すなわち、運動量の幅 δpx は角度 x′ に幅があると考

える必要があり、δpx = �kδx′とすればよい。したがっ
て、光子ビームの分布をガウス分布であるとすれば（等
号の成立条件）、式 (3-13)より光子ビームのエミッタン
ス（あるいは光子の固有エミッタンス Ref. [27]とも言
う）εp = δx′δxは、

�kδx′δx =
�
2

∴ εp[πm · rad] = λ

4π
(3-14)

と得られる。
なお、Ref. [28]や Ref. [29]では、スリット位置での

光の強度分布がガウス分布であると仮定して、光の回折
効果（Fraunhofer Diffraction）から光子の固有エミッタ

ンス εpを求めている（Ref. [29]の式 (42)や Ref. [27]の
節 3.4など）。元をたどれば不確定性原理に行き着く。
挿入光源の場合、放射の角度分布をガウス分布で近似

して、式 (3-14)の δx′ を自然角度発散 σ′
p [25]、

σ′
p ≈

√
λ

Nuλu
(3-15)

ととり、式 (3-14)および式 (3-15)から、自然光源サイズ
σp [25]は、

σp ≈
√
Nuλuλ

4π
(3-16)

となる。

3.4. 放射光の強度計算

放射光の強度を計算する際にまず最初に気をつけ
たい事は、我々が最初に得られる放射光強度は全光
束 F [photons/sec/0.1%b.w.] ではなく自然光束角密度
D0 [photons/sec/mrad2/0.1%b.w.]であるということで
ある。この点に気をつけながら、以下に種々の強度の計
算手順を示す。
広がりのない（ゼロエミッタンス）電子ビーム

が挿入光源から単位時間に全立体角に放射する光
子数は、式 (3-9) などで表される自然光束角密度
D0 [photons/sec/mrad2/0.1%b.w.] [25]を用いて（単位
は文献によって様々）、

F [photons/sec/0.1%b.w.]

= 2πσ′2
p D0

= 2πσ′2
p

(
d2NpB

dωdΩ

)
(3-17)

とかけて、F を全光束（photon flux）[25]と呼ぶ。また、
以下の B0 を、

B0 =
D0

2πσ2
p

(3-18)

を自然輝度 [25]と呼ぶ。
現実の電子ビームに対して、光源が持つ実効的なサイ

ズ Σpx,py と角度発散 Σ′
px,py は、電子ビームサイズ σx,y

および電子ビーム角度発散 σ′
x,yの重ね合わせと考えて、

Σpx,py =
√

σ2
p + σ2

x,y

Σ′
px,py =

√
σ′2
p + σ′2

x,y (3-19)

となる。ここで、Ref. [8]p.37の式 (2.94,95)に示されて
いるように、放射減衰と励起の平衡状態にある電子ビー
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図 4-1. 偏向電磁石部での電子の軌道 [19]。観測者の位
置を yz面内にとる。

となる。
図 4-1に合わせて位置に関する初期条件を決めて、t� =

0 において r(0) = ρ(0, 0, 0) と選べば、a1 = v0/ωρ、
a2 = 0、a3 = 0となり、

r(t�) =
v0
ωρ

(1− cos(ωρt
�), 0, sin(ωρt

�))

= ρ (1− cos(ωρt
�), 0, sin(ωρt

�)) (4-7)

となる。
今、v0 ≈ cとすれば、式 (4-6)より、

ρ =
v0
ωρ

≈ c

ωρ
(4-8)

また、式 (4-6)より、

ρ =
γmv0
eB0

≈ γmc

eB0
≈ 3.3ε [GeV]

B0 [T]
(4-9)

となる。ここで、式 (4-1)の第 2式を使って式 (4-9)から、

Bρ =
γmv0
e

=
p

e
(4-10)

の関係が得られる。この、運動量を電荷で割った量 Bρ

はmagnetic rigidityと呼ばれ、しばしば使われる。電子
（粒子の質量と電荷）のエネルギーによって一意に決ま
り、相対論的電子では v0 ∼ cと近似して計算できる。例
えば、2.5 [GeV]（PFリング）では∼ 8.34 [Tm]となる。
観測者の位置を図 4-1に示すように yz面内にとれば、

n0 = (0, sinψ, cosψ) (4-11)

となるから、式 (4-1)内の時間 tと遅延時間 t�との間の
関係式は、

t� = t� +
ρ

c
cosψ sin(ωρt

�) (4-12)

と書き換えられる。なお、運動の周期に関して、T = T �

である。

これらの関係を使って、遠方場近似のもとで、節 2.8.
の計算手順を踏めば、偏向電磁石からの放射光のスペク
トルが得られる。このとき、式 (2-69)で表される fFS,k

およびQk の表式内の ω1 は ωρ に変わり、

fFS,k =
ikω2

ρe

8π2�0c
{n0 × (n0 ×Qk)}t′

Qk =

∫ T ′/2

−T ′/2
β exp

[
ikωρ

{
t� − n0 · r(t�)

c

}]
dt�

where, k =
ω

ωρ
(4-13)

となる。
今、

η = ωρt
�

(dη = ωρdt
�,−T �/2 ≤ t� ≤ T �/2 → −π ≤ η ≤ π)

ξ = k
v0
c
cosψ = kβ0 cosψ (4-14)

とおけば（Ref. [3]の式 (5.10)）、式 (4-6)で表されるβ(t�)
は、

β(t�) = β0 (sin η, 0, cos η) (4-15)

となり、また、式 (4-11)、式 (4-7)、式 (4-8)（ただし以
下の第 2式の右辺第 2式において式 (4-8)の等式を使っ
ていることに注意）を使って、

n0 · r(t�) = ρ

k

c

v0
ξ sin η

∴ ikωρ

{
t� − n0 · r(t�)

c

}

= i {kη − ξ sin η} (4-16)

であるから、

Qkx =
β0

ωρ

∫ π

−π

sin η exp{i(kη − ξ sin η)}dη

Qky = 0

Qkz =
β0

ωρ

∫ π

−π

cos η exp{i(kη − ξ sin η)}dη

where, η = ωρt
�, ξ = kβ0 cosψ (4-17)

となる。
これらの式に式 (B-24)および式 (B-25)の関係を使え

ば、ベッセル関数を用いた表式に変換できて、

Qkx =
2πiβ0

ωρ
J �
k(ξ)

Qky = 0

Qkz =
2πβ0k

ωρξ
Jk(ξ)

where, J �
k(ξ) =

dJk(ξ)

dξ
, η = ωρt

�, ξ = kβ0 cosψ

(4-18)
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と得られる。
次に、式 (4-13)中の n0 × (n0 ×Qk)を計算する。
ここで、図 2-7に示すように、式 (2-90)と同様に n0

に垂直な 2つの直交ベクトルm� およびm⊥ を導入す
る。今、n0 は式 (4-11)で与えられているので、

n0 = (0, sinψ, cosψ)

m� = (1, 0, 0)

m⊥ = (0, cosψ,− sinψ) (4-19)

となり、式 (2-91)と同様に（θをここでは ψととってい
ることに注意して）、n0 × (n0 ×Qk)のm�およびm⊥
方向の成分を計算できて、

[n0 × (n0 ×Qk)]� = −Qkx

[n0 × (n0 ×Qk)]⊥ = sinψQkz (4-20)

となる。
以上より、式 (2-69)で表される fFS,k が計算できて、

fFS,k� =
ikω2

ρe

8π2�0c
{n0 × (n0 ×Qk)}t′�

=
kωρeβ0

4π�0c
J �
k(ξ)

fFS,k⊥ =
ikω2

ρe

8π2�0c
{n0 × (n0 ×Qk)}t′⊥

=
ik2ωρe

4π�0c

sinψ

kβ0 cosψ
Jk(ξ)

≈ ikωρe

4π�0c

ψ

β0
Jk(ξ)

where, J �
k(ξ) =

dJk(ξ)

dξ
, η = ωρt

�, ξ = kβ0 cosψ

(4-21)

となる。ただし、fFS,k⊥で sinψ ≈ ψおよび cosψ ≈ 1

と近似した。なお、今、ベッセル関数 Jk(ξ)の変数 ξに
次数 k が含まれていることに注意する必要がある。図
B-1から、この場合、ベッセル関数は原点近傍でのみ有
効な値をとることが想像できる。そのため、ベッセル関
数の変数としての ξに関しては近似せずにそのまま残し
ている。
さらに、β0 ≈ 1と近似すれば、

fFS,k� ≈ − ikωρe

4π�0c
iJ �

k(ξ) =
kωρe

4π�0c
J �
k(ξ)

fFS,k⊥ ≈ ikωρe

4π�0c
ψJk(ξ)

where, J �
k(ξ) =

dJk(ξ)

dξ
, η = ωρt

�, ξ = kβ0 cosψ

(4-22)

と Ref. [3]の式 (5.19)および式 (5.20)が得られる。
偏向部からの k次の放射光スペクトルの表式は (2-20)
から（Nu = 1として）、

d

dω

�
dP

dΩ

�

k,ψ≈0

=
4π�0c

ω2
ρ

|fFS,k|2
⎡
⎣ sin

�
π( ω

ωρ
− k)

�

π( ω
ωρ

− k)

⎤
⎦
2

(4-23)

を計算して得られる。また、その放射エネルギーは、式
(2-24)より、

dWk

dΩ
= 2�0cTfFS,kf

∗
FS,k (k ≥ 1) (4-24)

から計算することができる。
さて、ここで偏向部からの放射の場合とアンジュレー

タ放射の場合とを比べてみることにする。
アンジュレータ放射では、Nu周期分揺さぶられた電

子からの放射光がほぼ軸上に集中して観測者に向かう。
対して、偏向部からの放射では、観測者から見える放

射光は円軌道のごく一部の領域（接線部分）から放射さ
れた光が観測者に向かう。
観測者にとって電子が加速度を受けるのは接線部のみ

であり、調和振動から著しくずれたものとなる [3]。し
たがって、円軌道放射のスペクトル形状は、そのパルス
特性を反映して次数 k が高次に渡る広帯域な形状とな
る。例えば、K ∼ 1の一般的なリニアアンジュレータ
では、次数 k = 1の基本波を最大とする k < 10の成分
が主であるが、偏向部からの放射は k > 1010 にもおよ
ぶ高次の成分から成る。

4.2. ベッセル関数の近似とエアリー関数

前節に述べたような偏向部からの放射が有する特徴か
ら、円軌道放射では非常に高次の成分まで計算しなくて
はならないことがわかった。
しかしながら、非常に高次のベッセル関数 Jk(ξ)を計

算することは容易ではない。そこで、Ref. [30]の 6節に
ならって以下に述べる近似を行い、計算を容易にする。
偏向部からの放射の表式 (4-21)には、ベッセル関数が

Jk(ξ)あるいは J �
k(ξ)という形で含まれている。これら

のベッセル関数の表式を近似する。
まず、Jk(ξ)の近似を考える。ξ は式 (4-14)で、ξ =

kβ0 cosψ と定義した変数であるから、前節で述べたよ
うにベッセル関数の変数中に次数 k が含まれているこ
とがわかる。したがって、非常に高次の場合、Jk(ξ)は
原点付近でのみ有効な値を持つ分布になることが想像で
きる。重複するが、前節ではこのような理由でベッセル

図 4-1. 偏向電磁石部での電子の軌道 [19]。観測者の位
置を yz面内にとる。

となる。
図 4-1に合わせて位置に関する初期条件を決めて、t� =

0 において r(0) = ρ(0, 0, 0) と選べば、a1 = v0/ωρ、
a2 = 0、a3 = 0となり、

r(t�) =
v0
ωρ

(1− cos(ωρt
�), 0, sin(ωρt

�))

= ρ (1− cos(ωρt
�), 0, sin(ωρt

�)) (4-7)

となる。
今、v0 ≈ cとすれば、式 (4-6)より、

ρ =
v0
ωρ

≈ c

ωρ
(4-8)

また、式 (4-6)より、

ρ =
γmv0
eB0

≈ γmc

eB0
≈ 3.3ε [GeV]

B0 [T]
(4-9)

となる。ここで、式 (4-1)の第 2式を使って式 (4-9)から、

Bρ =
γmv0
e

=
p

e
(4-10)

の関係が得られる。この、運動量を電荷で割った量 Bρ

はmagnetic rigidityと呼ばれ、しばしば使われる。電子
（粒子の質量と電荷）のエネルギーによって一意に決ま
り、相対論的電子では v0 ∼ cと近似して計算できる。例
えば、2.5 [GeV]（PFリング）では∼ 8.34 [Tm]となる。
観測者の位置を図 4-1に示すように yz面内にとれば、

n0 = (0, sinψ, cosψ) (4-11)

となるから、式 (4-1)内の時間 tと遅延時間 t�との間の
関係式は、

t� = t� +
ρ

c
cosψ sin(ωρt

�) (4-12)

と書き換えられる。なお、運動の周期に関して、T = T �

である。

これらの関係を使って、遠方場近似のもとで、節 2.8.
の計算手順を踏めば、偏向電磁石からの放射光のスペク
トルが得られる。このとき、式 (2-69)で表される fFS,k

およびQk の表式内の ω1 は ωρ に変わり、

fFS,k =
ikω2

ρe

8π2�0c
{n0 × (n0 ×Qk)}t′

Qk =

∫ T ′/2

−T ′/2
β exp

[
ikωρ

{
t� − n0 · r(t�)

c

}]
dt�

where, k =
ω

ωρ
(4-13)

となる。
今、

η = ωρt
�

(dη = ωρdt
�,−T �/2 ≤ t� ≤ T �/2 → −π ≤ η ≤ π)

ξ = k
v0
c
cosψ = kβ0 cosψ (4-14)

とおけば（Ref. [3]の式 (5.10)）、式 (4-6)で表されるβ(t�)
は、

β(t�) = β0 (sin η, 0, cos η) (4-15)

となり、また、式 (4-11)、式 (4-7)、式 (4-8)（ただし以
下の第 2式の右辺第 2式において式 (4-8)の等式を使っ
ていることに注意）を使って、

n0 · r(t�) = ρ

k

c

v0
ξ sin η

∴ ikωρ

{
t� − n0 · r(t�)

c

}

= i {kη − ξ sin η} (4-16)

であるから、

Qkx =
β0

ωρ

∫ π

−π

sin η exp{i(kη − ξ sin η)}dη

Qky = 0

Qkz =
β0

ωρ

∫ π

−π

cos η exp{i(kη − ξ sin η)}dη

where, η = ωρt
�, ξ = kβ0 cosψ (4-17)

となる。
これらの式に式 (B-24)および式 (B-25)の関係を使え

ば、ベッセル関数を用いた表式に変換できて、

Qkx =
2πiβ0

ωρ
J �
k(ξ)

Qky = 0

Qkz =
2πβ0k

ωρξ
Jk(ξ)

where, J �
k(ξ) =

dJk(ξ)

dξ
, η = ωρt

�, ξ = kβ0 cosψ

(4-18)
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図 4-2. 式 (4-25)で表されるベッセル関数 Jk(ku)（灰色
実線,右軸）および被積分関数（黒実線,左軸）を、k = 100

および u = 0.9999として、θに対してプロット。

関数の変数としての ξは、それまでの導出過程で用いた
ような単純な近似を適用して ξ = kβ0 cosψ ≈ kなどと
しなかった。
ベッセル関数は、式 (B-23)より（nを kに、xを ξ =

kβ0 cosψ = kuに置き換えて）、

Jk(ku) =
1

π

∫ π

0

cos(kθ − ku sin θ)dθ

where, u = β0 cosψ (4-25)

とも書ける。図 4-2および図 4-3に次数 k = 100およ
び k = 1000のそれぞれの場合に対して、Jk(ku)をそ
の被積分関数 cos(kθ − ku sin θ)とともに θに対してプ
ロットした。非常に高次のベッセル関数の計算では θが
大きい領域がほとんど寄与しないことがわかる。特に k

が非常に大きいときは θが 1よりはるかに小さいときの
みがほとんどの寄与をする。u = (v0/c) cosψであるか
ら、v0 ≈ cのときには u ≈ 1である。

(1− u)2 ≈ 0

∴ 1− u ≈ 1− u2

2
(4-26)

と近似（Ref. [30]の式 (10)）し、さらに sin θを θでべ
き展開すれば、式 (4-25)は、

Jk(ku) ≈ 1

π

∫ ∞

0

cos

{
k

(
1− u2

2
θ +

θ3

6

)}
dθ

where, u = β0 cosψ (4-27)

となる（Ref. [30]の式 (11)）。なお、uθ3/6 ≈ θ3/6と近
似した。また、t � 1の領域で積分が決まるのだから、
積分範囲の上限を π → ∞としてもよい。このように変
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図 4-3. 式 (4-25)で表されるベッセル関数 Jk(ku)（灰色実
線,右軸）および被積分関数（黒実線,左軸）を、k = 1000

および u = 0.9999として、θに対してプロット。図 4-2
に比べて振動部が θ = 0側に近寄っていることがわか
る。

形すると以下に述べるエアリー関数を使ってさらに書き
換えることができる。
ここで、以下のようにエアリー関数Ai(z)を導入する

（Ref. [30]の式 (12)）。

(3a)−1/3πAi[(3a)
−1/3x] =

∫ ∞

0

cos(at3 + xt)dt

(4-28)

上式の a → k/6および x → k(1− u2)/2、t → θと置き
換えれば、

(
2

k

) 1
3

Ai

[(
k

2

) 2
3

(1− u2)

]

=
1

π

∫ ∞

0

cos

{
k

(
1− u2

2
θ +

θ3

6

)}
dθ

(4-29)

となるから、これを使って式 (4-27)は、

Jk(ku) =

(
2

k

)1/3

Ai

[(
k

2

) 2
3

(1− u2)

]

where, u = β0 cosψ (4-30)

と書き換えることができる（Ref. [30]の式 (13)）。
式 (4-28)で定義したエアリー関数 Ai(z)は式 (B-51)

などで表される第 2種変形ベッセル関数Kν(x)との間
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には以下の関係がある。

K 1
3
(ζ) = π

√
3

z
Ai(z)

K 2
3
(ζ) = π

√
3

z
A�

i(z)

where, z =

(
3

2
ζ

) 2
3
(
or, ζ =

2

3
z

3
2

)
,

A�
i(z) =

d

dz
Ai(z) (4-31)

z = (k/2)2/3(1− u2)とおけば、

Ai

[(
k

2

) 2
3

(1− u2)

]

=
1

π
√
3

(
k

2

) 1
3

(1− u2)
1
2K 1

3
(ζ)

A�
i

[(
k

2

) 2
3

(1− u2)

]

=
1

π
√
3

(
k

2

) 2
3

(1− u2)K 2
3
(ζ)

where, ζ =
k

3
(1− u2)

3
2 (4-32)

である。式 (4-30)は、式 (4-32)を用いて、

Jk(ku) =
1

π
√
3
(1− u2)

1
2K 1

3
(ζ)

where, u = β0 cosψ, ζ =
k

3
(1− u2)

3
2 (4-33)

となる（Ref. [30]の式 (16)）。
それでは次に、J �

k(ξ)の近似を行う。式 (4-21)に示す
ように、J �

k(ξ) = d/dξ(Jk(ξ))であったから、式 (4-30)
および式 (4-32)を使って、

J �
k(ku)

=
du

dku

d

du
Jk(ku)

=
1

k

d

du

(
2

k

) 1
3

Ai

[(
k

2

) 2
3

(1− u2)

]

= − u

π
√
3
(1− u2)K 2

3
(ζ) (4-34)

なお、式 (4-31)に示されているA�
i(z) = d/dz(Ai(z))を

使った。ここで、u ≈ 1と近似して、

J �
k(ku) ≈ − 1

π
√
3
(1− u2)K 2

3
(ζ)

where, u = β0 cosψ, ζ =
k

3
(1− u2)

3
2 (4-35)

と得られる。

ここで、ψ � 1であることから、

cosψ ≈ 1− ψ2

2

∴u ≈ v0
c

(
1− ψ2

2

)

∴1− u2 ≈ 1− v20
c2

+
v20
c2

ψ2 (4-36)

ただし、ψ4 の項を落とした。
さらに、v0 � c（1/γ0 � 1）であることから、v0/cを

γ−2
0 で展開して γ−4

0 以降の項を落とし、

v0
c

≈ 1− 1

2
γ−2
0

∴ 1− u2 ≈ γ−2
0 + ψ2 (4-37)

とする（Ref. [30]の式 (18)）。ただし、γ−4
0 および γ−2

0 ψ2

の項をそれぞれ落とした。
また、式 (4-13)で導入したように k = ω/ωρ であっ
た。今、ωc = ωρ(3/2)γ

3
0 とおけば、

k =
3

2
γ3
0

ω

ωc

where, ωc = ωρ
3

2
γ3
0 (4-38)

となるから、これと式 (4-37)を使って、

ζ ≈ ω

2ωc
(1 + γ2

0ψ
2)

3
2 (4-39)

となる（Ref. [30]の式 (21)）。これと式 (4-37)を使って、
式 (4-33)および式 (4-35)で表されるベッセル関数Jk(ku)

およびその導関数 J �
k(ku)は、

Jk(ku) ≈ 1

π
√
3
γ−1
0 (1 + γ2

0ψ
2)

1
2K 1

3
(ζ)

J �
k(ku) ≈ − 1

π
√
3
γ−2
0 (1 + γ2

0ψ
2)K 2

3
(ζ)

where, u = β0 cosψ, ζ ≈ ω

2ωc
(1 + γ2

0ψ
2)

3
2 ,

ωc = ωρ
3

2
γ3
0 (4-40)

と書き換えられる（Ref. [30]の式 (22)）。
式 (4-40)で表されるベッセル関数 Jk(ku)およびその

導関数 J �
k(ku)の近似表式を、例えば式 (4-21)に代入す

れば、

fFS,k� ≈ −kωρeβ0

4π�0c

1

π
√
3
γ−2
0 (1 + γ2

0ψ
2)K 2

3
(ζ)

fFS,k⊥ ≈ ikωρe

4π�0c

ψ

β0

1

π
√
3
γ−1
0 (1 + γ2

0ψ
2)

1
2K 1

3
(ζ)

where, ζ ≈ ω

2ωc
(1 + γ2

0ψ
2)

3
2 , ωc = ωρ

3

2
γ3
0 (4-41)
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図 4-2. 式 (4-25)で表されるベッセル関数 Jk(ku)（灰色
実線,右軸）および被積分関数（黒実線,左軸）を、k = 100

および u = 0.9999として、θに対してプロット。

関数の変数としての ξは、それまでの導出過程で用いた
ような単純な近似を適用して ξ = kβ0 cosψ ≈ kなどと
しなかった。
ベッセル関数は、式 (B-23)より（nを kに、xを ξ =

kβ0 cosψ = kuに置き換えて）、

Jk(ku) =
1

π

∫ π

0

cos(kθ − ku sin θ)dθ

where, u = β0 cosψ (4-25)

とも書ける。図 4-2および図 4-3に次数 k = 100およ
び k = 1000のそれぞれの場合に対して、Jk(ku)をそ
の被積分関数 cos(kθ − ku sin θ)とともに θに対してプ
ロットした。非常に高次のベッセル関数の計算では θが
大きい領域がほとんど寄与しないことがわかる。特に k

が非常に大きいときは θが 1よりはるかに小さいときの
みがほとんどの寄与をする。u = (v0/c) cosψであるか
ら、v0 ≈ cのときには u ≈ 1である。

(1− u)2 ≈ 0

∴ 1− u ≈ 1− u2

2
(4-26)

と近似（Ref. [30]の式 (10)）し、さらに sin θを θでべ
き展開すれば、式 (4-25)は、

Jk(ku) ≈ 1

π

∫ ∞

0

cos

{
k

(
1− u2

2
θ +

θ3

6

)}
dθ

where, u = β0 cosψ (4-27)

となる（Ref. [30]の式 (11)）。なお、uθ3/6 ≈ θ3/6と近
似した。また、t � 1の領域で積分が決まるのだから、
積分範囲の上限を π → ∞としてもよい。このように変
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図 4-3. 式 (4-25)で表されるベッセル関数 Jk(ku)（灰色実
線,右軸）および被積分関数（黒実線,左軸）を、k = 1000

および u = 0.9999として、θに対してプロット。図 4-2
に比べて振動部が θ = 0側に近寄っていることがわか
る。

形すると以下に述べるエアリー関数を使ってさらに書き
換えることができる。
ここで、以下のようにエアリー関数Ai(z)を導入する

（Ref. [30]の式 (12)）。

(3a)−1/3πAi[(3a)
−1/3x] =

∫ ∞

0

cos(at3 + xt)dt

(4-28)

上式の a → k/6および x → k(1− u2)/2、t → θと置き
換えれば、

(
2

k

) 1
3

Ai

[(
k

2

) 2
3

(1− u2)

]

=
1

π

∫ ∞

0

cos

{
k

(
1− u2

2
θ +

θ3

6

)}
dθ

(4-29)

となるから、これを使って式 (4-27)は、

Jk(ku) =

(
2

k

)1/3

Ai

[(
k

2

) 2
3

(1− u2)

]

where, u = β0 cosψ (4-30)

と書き換えることができる（Ref. [30]の式 (13)）。
式 (4-28)で定義したエアリー関数 Ai(z)は式 (B-51)

などで表される第 2種変形ベッセル関数Kν(x)との間
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となる。あるいは、β0 ≈ 1として、

fFS,k� ≈ − kωρe

4
√
3π2�0c

(γ−2
0 + ψ2)K 2

3
(ζ)

fFS,k⊥ ≈ ikωρeψ

4
√
3π2�0c

(γ−2
0 + ψ2)

1
2K 1

3
(ζ)

where, ζ ≈ ω

2ωc
(1 + γ2

0ψ
2)

3
2 , ωc = ωρ

3

2
γ3
0 (4-42)

ここで、第 2種変形ベッセル関数Kν(x)は、積分表示、

Kν(x) =
1

2

∫ ∞

−∞
e−νt−x cosh(νt)dt (4-43)

を用いて数値計算できる。
以上の結果を式 (2-24)に代入して計算すれば、円軌道
放射の各高調波の 1周期あたりのエネルギーが得られる
が、前述したように偏向部からの放射では高調波の列が
非常に密なため、単位周波数あたりのパワー密度を求め
ることにする。単位周波数あたりのパワー密度の表式に
ω = kωρ の関係を使えば、

d2P

dωdΩ
=

1

ωρ

d2P

dkdΩ
(4-44)

となる。ここで、
dP

dk
=

d

dk

∑
n

Pn

=

(
k∑

n=1

Pn −
k−1∑
n=1

Pn−1

)
/dk

= Pk (∵ dk = 1) (4-45)

であるから、
d2P

dωdΩ
=

1

ωρ

dPk

dΩ

である。したがって、1周期あたりの放射パワー密度は、
放射光スペクトル表式は式 (4-24)を使って、

∫ T
2

−T
2

d2P

dωdΩ
dt =

1

ωρ

∫ T
2

−T
2

dPk

dΩ
dt

=
1

ωρ

dWk

dΩ

=
1

ωρ
2�0cTfFS,kf

∗
FS,k (k ≥ 1)

(4-46)

となる。よって、軌道面に平行な成分の 1周期あたりの
放射パワー密度は、式 (4-42)の fFS,k� を使えば、

∫ T
2

−T
2

d2P�
dωdΩ

dt =
1

ωρ

∫ T
2

−T
2

dPk,�
dΩ

dt =
1

ωρ

dWk,�
dΩ

≈ 3e2

16π3�0c

(
ω

ωc

)2

γ2
0(1 + γ2

0ψ
2)2

{
K 2

3
(ζ)

}2

where, ωc = ωρ
3

2
γ3
0 , ζ ≈ ω

2ωc
(1 + γ2

0ψ
2)

3
2 (4-47)

と得られる（Ref. [3]の式 (5.36)）。なお、上式に (I [A]/e)·
Δω ·(1/(�ω))を掛けて単位を換算すれば [19]の式 (3.12)
の σ成分の表式が得られる。
同様にして、軌道面に垂直な成分の 1周期あたりの放

射パワー密度は、式 (4-42)の fFS,k⊥ を使って、

∫ T
2

−T
2

d2P⊥
dωdΩ

dt =
1

ωρ

∫ T
2

−T
2

dPk,⊥
dΩ

dt =
1

ωρ

dWk,⊥
dΩ

≈ 3e2

16π3�0c

(
ω

ωc

)2

(γ2
0ψ)

2(1 + γ2
0ψ

2)
{
K 1

3
(ζ)

}2

where, ωc = ωρ
3

2
γ3
0 , ζ ≈ ω

2ωc
(1 + γ2

0ψ
2)

3
2 (4-48)

と得られる。
ここで、式 (4-38)中で導入した ωcは臨界周波数と呼
ばれ、偏向部の円軌道放射スペクトルの極大域を特徴付
ける量であり、式 (4-8)より

ωc = ωρ(3/2)γ
3
0 = (3cγ3

0)/(2ρ) (4-49)

あるいは、

λc =
2πc

ωc
=

4πρ

3γ3
0

(4-50)

となるから、電子のエネルギー γ0が大きく、曲率半径 ρ

が小さいほど臨界周波数 ωcは高くなり、より高周波側
へとスペクトル分布が広がる。なお、PFリングの偏向電
磁石の場合、E = 2.5 [GeV]およびB0 ∼ 0.963 [T]から、
γ0 � 4891およびρ � 8.659 [m]であるから、ωc � 4 [keV]

となる。

4.3. 偏向電磁石からの放射光の実効的な強度

偏向電磁石からの放射光では、軌道面に平行な水平方向
には連続的に放射光が存在し、取り込み角に応じて強度
が変化する。したがって、輝度などの計算に注意が必要
となる。[19] [31]
まずは、式 (3-9)と同様の手順で、偏向電磁石からの

放射光の自然光束角密度D0を計算する。式 (4-47)およ
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び式 (4-48)から、

D0 � [photons/sec/rad2/b.w.]

=
1

�ω
I

e
Δω

∫ T
2

−T
2

d2P�
dωdΩ

dt

=
3

4π2

(
e2

4π�0c

1

�

)
γ2
0

Δω

ω

I

e

(
ω

ωc

)2

· (1 + γ2
0ψ

2)2
{
K 2

3
(ζ)

}2

,

D0⊥ [photons/sec/rad2/b.w.]

=
3

4π2

(
e2

4π�0c

1

�

)
(γ2

0ψ)
2Δω

ω

I

e

(
ω

ωc

)2

· (1 + γ2
0ψ

2)
{
K 1

3
(ζ)

}2

where, ωc = ωρ
3

2
γ3
0 , ζ ≈ ω

2ωc
(1 + γ2

0ψ
2)

3
2 (4-51)

となる。したがって、自然光束角密度は、

D0 [photons/sec/mrad2/0.1%b.w.]

≈ 3.46× 106γ2
0

{
1 + (γ0ψ)

2
}2

(I [A])

(
ω

ωc

)2

·
[{

K 2
3
(ζ)

}2

+
(γ0ψ)

2

1 + (γ0ψ)2

{
K 1

3
(ζ)

}2
]

where, ωc = ωρ
3

2
γ3
0 , ζ ≈ ω

2ωc
(1 + γ2

0ψ
2)

3
2 (4-52)

となる（Ref. [19]の式 (3.12)）。なお、垂直方向の観測
角 ψ = 0の場合、式 (4-51)の水平偏向成分のみが残り、

D0ψ=0 [photons/sec/rad
2/b.w.]

= 3
4π2

(
e2

4π�0c
1
�

)
γ2
0
Δω
ω

I
e

(
ω
ωc

)2 {
K 2

3

(
ω

2ωc

)}2

∴D0ψ=0 [photons/sec/mrad2/0.1%b.w.]

≈ 3.46× 106γ2
0(I [A])

(
ω

ωc

)2 {
K 2

3

(
ω

2ωc

)}2

≈ 1.33× 1013(E [GeV])2(I [A])
(

ω
ωc

)2 {
K 2

3

(
ω

2ωc

)}2

where, ωc = ωρ
3

2
γ3
0 (4-53)

となる。ここで、最後から 2番目の式は Ref. [29]の式
(10)に相当し、最後の式は Ref. [19]の式 (3.13)に相当
する。
式 (4-53)中の第 2種変形ベッセル関数を含む部分を

H2(y)（Ref. [19]の式 (3.14)）とし、

H2(y) = y2
{
K 2

3
(y/2)

}2

where, y = ω/ωc, ωc = ωρ
3

2
γ3
0 (4-54)

とする。

式 (4-51)の 2式を垂直方向の観測角 ψ に関して積分
すれば、

∫
D0 �dψ

=

√
3

4π

(
e2

4π�0c

1

�

)
γ0

Δω

ω

I

e

(
ω

ωc

)

·
{∫ ∞

ω/ωc

K 5
3
(y�)dy� +K 2

3

(
ω

ωc

)}

∫
D0⊥dψ

=

√
3

4π

(
e2

4π�0c

1

�

)
γ0

Δω

ω

I

e

(
ω

ωc

)

·
{∫ ∞

ω/ωc

K 5
3
(y�)dy� −K 2

3

(
ω

ωc

)}

where, ωc = ωρ
3

2
γ3
0 , y� = ω�/ωc (4-55)

と得られる [19]。
よって、

∫
D0 �dψ +

∫
D0⊥dψ

=

∫
D0dψ [photons/sec/rad/b.w.]

=

√
3

2π

(
e2

4π�0c

1

�

)
γ0

Δω

ω

I

e

(
ω

ωc

)∫ ∞

ω/ωc

K 5
3
(y�)dy�

∴
∫

D0dψ [photons/sec/mrad/0.1%b.w.]

≈ 1.26× 1013γ0(I [A])

(
ω

ωc

)∫ ∞

ω/ωc

K 5
3
(y�)dy�

where, ωc = ωρ
3

2
γ3
0 , y� = ω�/ωc (4-56)

となる（Ref. [19]の式 (3.19)）。概略図 4-4に示すよう
に、リング全周に渡る偏向部からの放射光は ψ と垂直
な軌道面内の角度方向には等方的に放射される。軌道面
内の角度方向の積分は、上式に係数 2πを掛けることに
相当する。すなわち、全光束（Δθ = 2π）は、

FBM2π [photons/sec/0.1%b.w.]

= 2π

∫
D0dψ

≈ 7.89× 1013γ0(I [A])

(
ω

ωc

)∫ ∞

ω/ωc

K 5
3
(y�)dy�

where, ωc = ωρ
3

2
γ3
0 , y� = ω�/ωc (4-57)

となる（Ref. [29]の式 (12)）。ただし実用的には、例え
ば Ref. [29]の p.76に示されているように、輝度などの
単位に合わせて Δθ = 1 [mrad]などとする。このこと
は、Ref. [29]の p.62にあるように、水平方向に 1 mrad

となる。あるいは、β0 ≈ 1として、

fFS,k� ≈ − kωρe

4
√
3π2�0c

(γ−2
0 + ψ2)K 2

3
(ζ)

fFS,k⊥ ≈ ikωρeψ

4
√
3π2�0c

(γ−2
0 + ψ2)

1
2K 1

3
(ζ)

where, ζ ≈ ω

2ωc
(1 + γ2

0ψ
2)

3
2 , ωc = ωρ

3

2
γ3
0 (4-42)

ここで、第 2種変形ベッセル関数Kν(x)は、積分表示、

Kν(x) =
1

2

∫ ∞

−∞
e−νt−x cosh(νt)dt (4-43)

を用いて数値計算できる。
以上の結果を式 (2-24)に代入して計算すれば、円軌道
放射の各高調波の 1周期あたりのエネルギーが得られる
が、前述したように偏向部からの放射では高調波の列が
非常に密なため、単位周波数あたりのパワー密度を求め
ることにする。単位周波数あたりのパワー密度の表式に
ω = kωρ の関係を使えば、

d2P

dωdΩ
=

1

ωρ

d2P

dkdΩ
(4-44)

となる。ここで、
dP

dk
=

d

dk

∑
n

Pn

=

(
k∑

n=1

Pn −
k−1∑
n=1

Pn−1

)
/dk

= Pk (∵ dk = 1) (4-45)

であるから、
d2P

dωdΩ
=

1

ωρ

dPk

dΩ

である。したがって、1周期あたりの放射パワー密度は、
放射光スペクトル表式は式 (4-24)を使って、

∫ T
2

−T
2

d2P

dωdΩ
dt =

1

ωρ

∫ T
2

−T
2

dPk

dΩ
dt

=
1

ωρ

dWk

dΩ

=
1

ωρ
2�0cTfFS,kf

∗
FS,k (k ≥ 1)

(4-46)

となる。よって、軌道面に平行な成分の 1周期あたりの
放射パワー密度は、式 (4-42)の fFS,k� を使えば、

∫ T
2

−T
2

d2P�
dωdΩ

dt =
1

ωρ

∫ T
2

−T
2

dPk,�
dΩ

dt =
1

ωρ

dWk,�
dΩ

≈ 3e2

16π3�0c

(
ω

ωc

)2

γ2
0(1 + γ2

0ψ
2)2

{
K 2

3
(ζ)

}2

where, ωc = ωρ
3

2
γ3
0 , ζ ≈ ω

2ωc
(1 + γ2

0ψ
2)

3
2 (4-47)

と得られる（Ref. [3]の式 (5.36)）。なお、上式に (I [A]/e)·
Δω ·(1/(�ω))を掛けて単位を換算すれば [19]の式 (3.12)
の σ成分の表式が得られる。
同様にして、軌道面に垂直な成分の 1周期あたりの放

射パワー密度は、式 (4-42)の fFS,k⊥ を使って、

∫ T
2

−T
2

d2P⊥
dωdΩ

dt =
1

ωρ

∫ T
2

−T
2

dPk,⊥
dΩ

dt =
1

ωρ

dWk,⊥
dΩ

≈ 3e2

16π3�0c

(
ω

ωc

)2

(γ2
0ψ)

2(1 + γ2
0ψ

2)
{
K 1

3
(ζ)

}2

where, ωc = ωρ
3

2
γ3
0 , ζ ≈ ω

2ωc
(1 + γ2

0ψ
2)

3
2 (4-48)

と得られる。
ここで、式 (4-38)中で導入した ωcは臨界周波数と呼
ばれ、偏向部の円軌道放射スペクトルの極大域を特徴付
ける量であり、式 (4-8)より

ωc = ωρ(3/2)γ
3
0 = (3cγ3

0)/(2ρ) (4-49)

あるいは、

λc =
2πc

ωc
=

4πρ

3γ3
0

(4-50)

となるから、電子のエネルギー γ0が大きく、曲率半径 ρ

が小さいほど臨界周波数 ωcは高くなり、より高周波側
へとスペクトル分布が広がる。なお、PFリングの偏向電
磁石の場合、E = 2.5 [GeV]およびB0 ∼ 0.963 [T]から、
γ0 � 4891およびρ � 8.659 [m]であるから、ωc � 4 [keV]

となる。

4.3. 偏向電磁石からの放射光の実効的な強度

偏向電磁石からの放射光では、軌道面に平行な水平方向
には連続的に放射光が存在し、取り込み角に応じて強度
が変化する。したがって、輝度などの計算に注意が必要
となる。[19] [31]
まずは、式 (3-9)と同様の手順で、偏向電磁石からの

放射光の自然光束角密度D0を計算する。式 (4-47)およ
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図 4-4. リング全周に渡る偏向部からの放射光の分布の
イメージ。実際には直線部などがあるためにこのような
分布にはならないが、概ね θ方向に一様に分布するもの
と考える。

のアパーチャーを設置していることになる。すなわち、

FBMmrad [photons/sec/0.1%b.w.]

= 1× 10−3

∫
D0dψ

≈ 1.26× 1010γ0(I [A])

(
ω

ωc

)∫ ∞

ω/ωc

K 5
3
(y�)dy�

where, ωc = ωρ
3

2
γ3
0 , y� = ω�/ωc (4-58)

としている。なお、これらの式に含まれる第 2 種変形
ベッセル関数の積分を含む部分をG1(y)（Ref. [19]の式
(3.21)）とし、

G1(y) = y

∫ ∞

y

K 5
3
(y�)dy�

where, y = ω/ωc, y� = ω�/ωc, ωc = ωρ
3

2
γ3
0

(4-59)

とする。図 4-5に式 (4-54)および式 (4-59)で表される
H2(y)および G1(y)をプロットした。
ここで ψ に関して放射光強度分布がガウス分布であ
ると仮定すれば、式 (4-52)で ψ = 0とした時の式 (4-53)
と式 (4-56)を使って、自然角度発散 σ�

ψ は、

σ�
ψ =

1√
2π

(∫
D0 �dψ +

∫
D0⊥dψ

)
/D0ψ=0

=
1√
2π

2π√
3

1

γ0

(
ω

ωc

)−1
∫∞
ω/ωc

K 5
3
(y)dy

{
K 2

3

(
ω

2ωc

)}2

=

√
2π

3

1

γ0

G1(y)

H2(y)

where,

k ≥ 1, ωc = ωρ
3

2
γ3
0 , y = ω/ωc (4-60)

図 4-5. 関数 H2(y)（破線）および G1(y)（実線）を y

に対してプロット。ただし、y = ω/ωc。（Ref. [19]の図
3.2）

図 4-6. 1/γ0で規格化した偏向電磁石からの放射の自然角
度発散 γ0σ

�
ψを yに対してプロット。ただし、y = ω/ωc。

（Ref. [19]の図 3.3）

と得られる（Ref. [19]の式 (3.22)）。ただし、H2(y)お
よび G1(y)はそれぞれ式 (4-54)および式 (4-59)で表さ
れる。なお、Ref. [19]に述べられているように、ψ = 0

において垂直偏向成分の強度が 0となるなど実際の分布
は Gaussianではないが、この角度拡がりの表式は簡易
に使える有用な指標となる。図 4-6に、自然角度発散を
プロットした（Ref. [19]の図 3.3）。
このようにして求めた自然角度発散（半角）σ�

ψを使っ
て、偏向電磁石からの放射光に対する回折限界サイズ
（半径）σψが得られる。電子ビームのエミッタンスを計
算する時に一般に用いられる 1/

√
e半径 σh [m]および

発散半角 σh′ [rad]を用いて、回折限界にある最短波長
λeq との間に σhσh′ � λeq/(4π)の関係があったから、

σψ =
λ

4π

1

σ�
ψ

=
c

2ω

√
3

2π
γ0

H2(y)

G1(y)
(4-61)
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となる。
よって、3.2.節での議論に従えば、Δθ = 1mradすな

わち
√
2πΣθ = 1mradとして式 (4-58)を使い、偏向電

磁石からの放射光の実効光束角密度 DBM は、

DBMmrad [photons/sec/mrad2/b.w.]

=
FBMmrad [photons/sec/0.1%b.w.]

2πΣ�
θΣ

�
ψ

=
FBMmrad [photons/sec/0.1%b.w.]√

2πΣ�
ψ

(4-62)

と、実効輝度 BBM は、

BBMmrad [photons/sec/mm2/mrad2/b.w.]

=
FBMmrad [photons/sec/0.1%b.w.]

4π2Σ�
θΣ

�
ψΣθΣψ

=
FBMmrad [photons/sec/0.1%b.w.]

2πΣ�
ψΣψ

(4-63)

と表せる。このとき、

Σθ [mm] = 1/
√
2π,

Σψ [mm] = (103[m → mm]) ·
√
σ2
ψ + σ2

y,

Σ�
θ [mrad] = 1/

√
2π,

Σ�
ψ [mrad] = (103[rad → mrad]) ·

√
σ�2
ψ + σ�2

y ,

σψ [m] =
c

2ω

√
3

2π
γ0

H2(y)

G1(y)
,

σ�
ψ [rad] =

√
2π

3

1

γ0

G1(y)

H2(y)
,

H2(y) = y2
{
K 2

3
(y/2)

}2

,

G1(y) = y

∫ ∞

y

K 5
3
(y�)dy�,

y = ω/ωc, ωc = ωρ
3

2
γ3
0 , ωρ =

eB0

γm
,

σy [m] =

√
βyεy +

(
ηy

σE

E

)2

,

σ�
y [rad] =

√
(
1 + α2

y

) εy
βy

+
(
η�y

σE

E

)2

(4-64)

である。

5. ウィグラー

5.1. ウィグラー

Ref. [3]の 5.2節にならってウィグラー（Wiggler）から
の放射について概説する。
ウィグラーは、挿入光源の周期磁場分布の振幅を増し

てK � 1とした装置である [32]。
高強度磁場内で、電子軌道はアンジュレータに比べて

大きな振幅で振れるため、放射パワーは広い角度に発散
する。そのため、輝度は相対的に低下する。電子の動き
は調和振動から大きくずれるため非常に多くの高調波が
発生し、高い光子エネルギーの光が得られる。
高調波の列スペクトルの包絡線は各磁極からの円軌道

放射の重ね合わせとして近似できる。
磁極の数が 3極の Three-pole wiggler（TPW）や、磁
石をアンジュレータのように多数並べた多極ウィグラー
(Multi-pole wiggler, MPW)、そして、横磁場で縦偏光の
放射光を発生させるVertical wiggelr（VW）、磁極に超電
導体を用いた Super-conducting wiggler（SCW）などと
いった多様な装置が開発・運用されている。
今、ウィグラーの磁場振幅をB0、磁場周期長を λuと

する。このとき、ウィグラーを通過する電子の最小軌道
半径は、偏向定数 Kの表式 (2-38)を式 (4-9)に使って、

ρ0 ≈ γmc

eB0
=

γλu

2π

2πmc

eB0λu
=

γλu

2πK
(5-1)

と変形できる（Ref. [19]の式 (5.2)に一致）。よって、式
(4-49)および (4-50)を偏向定数K を使って表すことが
できて、

ωwc =
3cγ3

0

2ρ0
=

3πcγ2
0K

λu
(5-2)

あるいは、

λwc =
4πρ0
3γ3

0

=
2λu

3γ2
0K

(5-3)

とできる。
周期数 N の多極ウィグラーの軸上における放射を考

えるには、式 (4-47)および式 (4-48)において ψ = 0と
して、磁石半周期毎に軸上に光が放射されるため、2N

個の磁極で光が生成されることになる。ただし、アン
ジュレータと同様にウィグラーが電子ビーム軌道に対す
る影響を抑えるために、一般に両端は弱い磁場の磁石で
構成され、2N − 1の数の磁極が最大磁場を持つ。なお、
ψ = 0とすれば、式 (4-42)より fFS,k⊥ = 0であり、軸
上で放射光は軌道面に水平な直線偏光であることがわか

図 4-4. リング全周に渡る偏向部からの放射光の分布の
イメージ。実際には直線部などがあるためにこのような
分布にはならないが、概ね θ方向に一様に分布するもの
と考える。

のアパーチャーを設置していることになる。すなわち、

FBMmrad [photons/sec/0.1%b.w.]

= 1× 10−3

∫
D0dψ

≈ 1.26× 1010γ0(I [A])

(
ω

ωc

)∫ ∞

ω/ωc

K 5
3
(y�)dy�

where, ωc = ωρ
3

2
γ3
0 , y� = ω�/ωc (4-58)

としている。なお、これらの式に含まれる第 2 種変形
ベッセル関数の積分を含む部分をG1(y)（Ref. [19]の式
(3.21)）とし、

G1(y) = y

∫ ∞

y

K 5
3
(y�)dy�

where, y = ω/ωc, y� = ω�/ωc, ωc = ωρ
3

2
γ3
0

(4-59)

とする。図 4-5に式 (4-54)および式 (4-59)で表される
H2(y)および G1(y)をプロットした。
ここで ψ に関して放射光強度分布がガウス分布であ
ると仮定すれば、式 (4-52)で ψ = 0とした時の式 (4-53)
と式 (4-56)を使って、自然角度発散 σ�

ψ は、

σ�
ψ =

1√
2π

(∫
D0 �dψ +

∫
D0⊥dψ

)
/D0ψ=0

=
1√
2π

2π√
3
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ω
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=

√
2π

3

1

γ0

G1(y)

H2(y)

where,

k ≥ 1, ωc = ωρ
3

2
γ3
0 , y = ω/ωc (4-60)

図 4-5. 関数 H2(y)（破線）および G1(y)（実線）を y

に対してプロット。ただし、y = ω/ωc。（Ref. [19]の図
3.2）

図 4-6. 1/γ0で規格化した偏向電磁石からの放射の自然角
度発散 γ0σ

�
ψを yに対してプロット。ただし、y = ω/ωc。

（Ref. [19]の図 3.3）

と得られる（Ref. [19]の式 (3.22)）。ただし、H2(y)お
よび G1(y)はそれぞれ式 (4-54)および式 (4-59)で表さ
れる。なお、Ref. [19]に述べられているように、ψ = 0

において垂直偏向成分の強度が 0となるなど実際の分布
は Gaussianではないが、この角度拡がりの表式は簡易
に使える有用な指標となる。図 4-6に、自然角度発散を
プロットした（Ref. [19]の図 3.3）。
このようにして求めた自然角度発散（半角）σ�

ψを使っ
て、偏向電磁石からの放射光に対する回折限界サイズ
（半径）σψが得られる。電子ビームのエミッタンスを計
算する時に一般に用いられる 1/

√
e半径 σh [m]および

発散半角 σh′ [rad]を用いて、回折限界にある最短波長
λeq との間に σhσh′ � λeq/(4π)の関係があったから、

σψ =
λ

4π

1

σ�
ψ

=
c

2ω

√
3

2π
γ0

H2(y)

G1(y)
(4-61)
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る。したがって、近似式 (4-47)を使って、

d2Pψ=0

dωdΩ
=

(2N − 1)3e2

16π3�0c

(
ω

ωc

)2

γ2
0

{
K 2

3
(ζψ=0)

}2

where, k ≥ 1, ωc = ωρ
3

2
γ3
0 , ζψ=0 ≈ ω

2ωc
(5-4)

となる。
なお、式 (2-38)で表されるように偏向定数Kは、磁場

B0 と比例関係にある。そのため、挿入光源では向かい
あった磁石列の間隔（ギャップと呼ぶ）を変えることで
磁場強度を変えてK の値を変えることができる。その
ため、1つの挿入光源でアンジュレータモード（K � 1）
と多極ウィグラーモード（K � 1）を使い分けること
ができるとも言える。したがってこのような観点から、
用途に応じて、その挿入光源の呼称をアンジュレータと
するかウィグラーとするかが分かれる。
ここで、一つ気をつけたい事がある。電子のエネル
ギーが一定であるときに、挿入光源のギャップを狭くし
て磁場強度を上げると光の波長はどのように変化するだ
ろう。一般には磁場を強くするとアンジュレータ放射の
基本波（k = 1）の波長は短波長側へと変化するような
イメージがわくかもしれない。しかしながら実際には、
ギャップを狭くして磁場を強くすると光の波長は長波長
側へと変化する。これは、式 (2-49)で表されるアンジュ
レータ内での光と移動する光源点（電子）の干渉を考慮
した、1次光の波長の表式 (2-54)に示されているように、
波長 λ1 はK2 で変化する。
そのため、アンジュレータモードで使う場合には、ギ
ャップを狭くして磁場を強くすると波長は長波長側へと
シフトする。しかし、磁場強度が非常に強くなると、電
子の蛇行軌道の振れは大きくなり、より高次の高調波の
強度が増す。そのため、ウィグラーモードでは磁場強度
を強くすると観測者は、円軌道放射の場合と同様、放射
の主要部としては、より短波長の光を多く受け取ること
になる。

6. 自由電子レーザー

これまでの議論を踏まえて、Ref. [10]にしたがって自
由電子レーザーの原理のはじめの部分についてあらため
て触れる。

6.1. 電子位相

2.6.節では、アンジュレータ周期磁場中での単一電子の
運動を考え、電子が座標 z に到達する時刻 t(z)などを

導出した。電子ビーム中の個々の電子の到達時刻を、電
子ビーム全体の平均値を使って相対的に記述する。すな
わち、相対時刻 τj を、

τj(z) = tj(z)− �t(z)� (6-1)

と定義する。ここで、<>はバンチ中の全電子に対する
平均操作を意味し、添字 jはバンチ中の j番目の電子を
意味する。すなわち、τj は j番目の電子に関する時間的
な偏差を表す。これを使って、j番目の電子の座標偏差
sj は、

sj(z) = −cτj(z)

= c �t(z)� − ctj(z) (6-2)

となる。これは、式 (2-56)を使って、

sj(z) = c
{〈

t(z)
〉− tj(z)

}
+ c {�δt(z)� − δtj(z)}

と書ける。ここで、�δt(z)� = δt0(z)として、バンチの
平均エネルギーを γ0と書き、j番目の電子のエネルギー
を γj と書くことにする。このとき、γ0 �= γj の場合も
あり、δt0(z)と δtj(z)とは厳密に等しいとはかぎらな
い。しかし、|δt0(z) − δtj(z)|は |γ−2

0 − γ−2
j |程度の非

常に小さな量となる。例えば、電子エネルギー 1 [GeV]

（γ0 ∼ 1957）、エネルギー拡がり σE = 10−3の電子ビー
ムに対して、エネルギー拡がり相当のエネルギー差を考
えても |γ0−γj |−2 ∼ 5×10−19と非常に小さな値になる。
よって、|δt0(z)− δtj(z)| ≈ 0、すなわち δt0(z) ≈ δtj(z)

と近似できて、

sj(z) ≈ c
{〈

t(z)
〉− tj(z)

}

となる。さらに、式 (2-57)を使えば、

sj(z) = z +
λ1L,H(γ0)

λu
z − ctj(z) (6-3)

となる（Ref. [10] 3.2節）。ただし、バンチ全体で平均し
た光の基本波長を �λ1L,H� = λ1L,H(γ0)とした。さらに、
sj に基本波数 k1(γ0) = 2π/λ1(γ0)を掛けることで、位
相偏差 ψj を、

ψj(z) = k1(γ0)sj(z)

= k1(γ0)z + kuz − ω1(γ0)tj(z) (6-4)

と得られる（Ref. [10]-式 (3-11)）。ただし、ku = 2π/λu、
ω0(γ0) = 2πc/λ1(γ0)である。
本節の表記に倣って式 (2-58)の λ1L,H = λ1(γj)と書

けば、
dψj(z)

dz
= k1(γ0) + ku − ω1(γ0)

dtj(z)

dz

= ku
λ1(γ0)− λ1(γj)

λ1(γ0)
(6-5)
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となる。さらに、式 (2-58)を使えば、

dψj(z)

dz
= ku

γ−2
0 − γ−2

j

γ−2
0

= ku

(
1− γ2

0

γ2
j

)
(6-6)

となる。ここで、バンチ平均エネルギーからの j番電子
のエネルギー偏差 ηj を導入し、

ηj =
γj − γ0

γ0

∴ γ0
γj

=
1

ηj + 1
(6-7)

とすれば、

dψj(z)

dz
= ku

{
1−

(
1

ηj + 1

)2
}

= ku
η2j + 2ηj

η2j + 2ηj + 1
(6-8)

ここで、−1 � ηj � 1という条件（FEL過程における加
減速が平均エネルギーに対して微小であるという条件）
を導入すれば、η2j ≈ 0、2ηj/(2ηj + 1) ≈ 2ηj とそれぞ
れ近似できて、

dψj(z)

dz
≈ 2ku

γj − γ0
γ0

(6-9)

と得られる（Ref. [10]-式 (3-12)）。

6.2. 定常状態にある FEL

FELにおける光の増幅過程は、コヒーレント光と電子
ビームとの相互作用によるマイクロバンチ構造の形成
と、マイクロバンチ構造によるコヒーレント光の生成
（コヒーレント光の増幅）を記述する必要がある。
すなわち、増幅される光の電場を表す関数E(z, t)と、マ
イクロバンチを表現するための電子密度分布関数 n(z, t)

に関する方程式を導出して解く必要がある。
しかしながら、方程式を解析的に解くためには、前提
となる予備知識に基づいて適切な近似を行う必要があ
る。ここでは、定常状態という近似を導入する。
さて、まずは FELの成長過程を定性的に追うことか

ら始める。アンジュレータの入口 z = 0において電子
ビームの密度分布と光電場分布の中心位置は重なってい
るものとし、このときの時間を t = 0とする。z = 0で
は電子ビームにマイクロバンチは形成されておらず、規
則的な密度変調は存在しない。
光とともにアンジュレータ内を進行することで、電子
と光は相互作用してエネルギー授受が行われる。

そして、相互作用が十分に進んだある座標 z > 0に
おいて、電子ビームには、λ1 の周期の密度変調（マイ
クロバンチ）が形成され、光電場が増幅される。このと
き、前節で議論したように電子分布の中心位置は光電場
分布の中心位置に対して �δt(z)�だけ遅れる。
光電場と電子密度分布とは、それぞれ時間と位置の関

数として E(x, t)および n(x, t)と書ける。話を 1次元
に限り、光が z方向に伝搬するものとする。このとき、
電子密度と光電場は z方向にのみ変化することになり、
それぞれ、

E(z, t) = Ẽ(z, t) exp {i (k1z − ω1t)}+ c.c.

= Ẽ(z, t) exp
{
−iω1

(
t− z

c

)}
+ c.c.

n(z, t) = n0(τ) + n1(z, τ) exp (−iωτ) + c.c.

(6-10)

と書ける（Ref. [10]-式 (3-13)）。ここで、τ は式 (6-1)で
与えられる相対時刻、c.c.は複素共役をそれぞれ表す。
zを含む関数は zに対して（電子ビームおよび光電場の
z方向への進行に伴って）変化（成長）することを表す。
密度変調が zの増大によって成長するのに対して、電子
バンチのエンベロープ関数 n0(τ)は zによらない。
さて、Ẽ(z, t)は座標 z で観測した光電場の複素振幅
を、n1(z, τ)は座標 zに形成された電子密度変調（マイ
クロバンチ）の複素振幅をそれぞれ表し、増幅が進むに
つれて（すなわち z座標の増加とともに）それぞれの絶
対値が緩やかに増加するものとする。すなわち、それぞ
れの量の振動成分である指数関数部の変化に比べて振幅
の増加が緩やかであるものと仮定する。このような仮定
のもとでは、振動部と振幅部を分離することができて、
解析を容易に行うことができるようになる。
さらに、電子ビームとシード光が同期して入射され、

シード光が進行方向に一様な分布関数を持つものと仮定
すれば、ある固定した座標 zにおいて観測される密度変
調の大きさや光のパワーは時間 tに依存せず位置 zのみ
によって記述される。このような条件における FEL増
幅過程は定常状態にあると言い、光電場の振幅 Ẽ(z, t)

および密度変調の振幅 n1(z, τ)から時刻 tを省くことが
できて、

E(z, t) = Ẽ(z) exp
{
−iω1

(
t− z

c

)}
+ c.c.

n(z, t) = n0 + n1(z) exp (iψ) + c.c. (6-11)

とできる。なお、密度変調の振動部について ω = ckの
関係と、式 (6-2)、(6-4)で与えられる−iω1τ = −ick1τ =

ik1s = iψと書き換えた（Ref. [10]-式 (3-14)）。

る。したがって、近似式 (4-47)を使って、

d2Pψ=0

dωdΩ
=

(2N − 1)3e2

16π3�0c

(
ω

ωc

)2

γ2
0

{
K 2

3
(ζψ=0)

}2

where, k ≥ 1, ωc = ωρ
3

2
γ3
0 , ζψ=0 ≈ ω

2ωc
(5-4)

となる。
なお、式 (2-38)で表されるように偏向定数Kは、磁場

B0 と比例関係にある。そのため、挿入光源では向かい
あった磁石列の間隔（ギャップと呼ぶ）を変えることで
磁場強度を変えてK の値を変えることができる。その
ため、1つの挿入光源でアンジュレータモード（K � 1）
と多極ウィグラーモード（K � 1）を使い分けること
ができるとも言える。したがってこのような観点から、
用途に応じて、その挿入光源の呼称をアンジュレータと
するかウィグラーとするかが分かれる。
ここで、一つ気をつけたい事がある。電子のエネル

ギーが一定であるときに、挿入光源のギャップを狭くし
て磁場強度を上げると光の波長はどのように変化するだ
ろう。一般には磁場を強くするとアンジュレータ放射の
基本波（k = 1）の波長は短波長側へと変化するような
イメージがわくかもしれない。しかしながら実際には、
ギャップを狭くして磁場を強くすると光の波長は長波長
側へと変化する。これは、式 (2-49)で表されるアンジュ
レータ内での光と移動する光源点（電子）の干渉を考慮
した、1次光の波長の表式 (2-54)に示されているように、
波長 λ1 はK2 で変化する。
そのため、アンジュレータモードで使う場合には、ギ

ャップを狭くして磁場を強くすると波長は長波長側へと
シフトする。しかし、磁場強度が非常に強くなると、電
子の蛇行軌道の振れは大きくなり、より高次の高調波の
強度が増す。そのため、ウィグラーモードでは磁場強度
を強くすると観測者は、円軌道放射の場合と同様、放射
の主要部としては、より短波長の光を多く受け取ること
になる。

6. 自由電子レーザー

これまでの議論を踏まえて、Ref. [10]にしたがって自
由電子レーザーの原理のはじめの部分についてあらため
て触れる。

6.1. 電子位相

2.6.節では、アンジュレータ周期磁場中での単一電子の
運動を考え、電子が座標 z に到達する時刻 t(z)などを

導出した。電子ビーム中の個々の電子の到達時刻を、電
子ビーム全体の平均値を使って相対的に記述する。すな
わち、相対時刻 τj を、

τj(z) = tj(z)− �t(z)� (6-1)

と定義する。ここで、<>はバンチ中の全電子に対する
平均操作を意味し、添字 jはバンチ中の j番目の電子を
意味する。すなわち、τj は j番目の電子に関する時間的
な偏差を表す。これを使って、j番目の電子の座標偏差
sj は、

sj(z) = −cτj(z)

= c �t(z)� − ctj(z) (6-2)

となる。これは、式 (2-56)を使って、

sj(z) = c
{〈

t(z)
〉− tj(z)

}
+ c {�δt(z)� − δtj(z)}

と書ける。ここで、�δt(z)� = δt0(z)として、バンチの
平均エネルギーを γ0と書き、j番目の電子のエネルギー
を γj と書くことにする。このとき、γ0 �= γj の場合も
あり、δt0(z)と δtj(z)とは厳密に等しいとはかぎらな
い。しかし、|δt0(z) − δtj(z)|は |γ−2

0 − γ−2
j |程度の非

常に小さな量となる。例えば、電子エネルギー 1 [GeV]

（γ0 ∼ 1957）、エネルギー拡がり σE = 10−3の電子ビー
ムに対して、エネルギー拡がり相当のエネルギー差を考
えても |γ0−γj |−2 ∼ 5×10−19と非常に小さな値になる。
よって、|δt0(z)− δtj(z)| ≈ 0、すなわち δt0(z) ≈ δtj(z)

と近似できて、

sj(z) ≈ c
{〈

t(z)
〉− tj(z)

}

となる。さらに、式 (2-57)を使えば、

sj(z) = z +
λ1L,H(γ0)

λu
z − ctj(z) (6-3)

となる（Ref. [10] 3.2節）。ただし、バンチ全体で平均し
た光の基本波長を �λ1L,H� = λ1L,H(γ0)とした。さらに、
sj に基本波数 k1(γ0) = 2π/λ1(γ0)を掛けることで、位
相偏差 ψj を、

ψj(z) = k1(γ0)sj(z)

= k1(γ0)z + kuz − ω1(γ0)tj(z) (6-4)

と得られる（Ref. [10]-式 (3-11)）。ただし、ku = 2π/λu、
ω0(γ0) = 2πc/λ1(γ0)である。
本節の表記に倣って式 (2-58)の λ1L,H = λ1(γj)と書

けば、
dψj(z)

dz
= k1(γ0) + ku − ω1(γ0)

dtj(z)

dz

= ku
λ1(γ0)− λ1(γj)

λ1(γ0)
(6-5)
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バンチ中には様々なエネルギーの電子が含まれてお
り、FEL過程において電子エネルギー分布の変化が重要
な役割を果たす。しかしながら、これまでに定義した密
度分布関数n(z, t)には電子のエネルギー分布の情報が含
まれていない。そこで、エネルギー γを引数として含む
分布関数 f(z, ψ, γ)を以下のように定義する（Ref. [10]-
式 (3-15,3-16)）。

f(z, ψ, γ) = f0 + f1(z, γ) exp (iψ) + c.c.

where,

n0 =

∫
f0(γ)dγ

n1 =

∫
f1(z, γ)dγ (6-12)

積分は全エネルギー領域に対して行う。

6.3. マイクロバンチによる光電場の成長

今、電子ビームと光とはアンジュレータの入口（z = 0）
においていずれも到達時間 t = 0であるものとする。こ
のとき、電子ビーム内にマイクロバンチは形成されてお
らず、規則的な密度変調は存在しない。
その後、電子ビームは光とともにアンジュレータ内を
進行しながら光と相互作用し、光と電子との間でエネル
ギーの授受が行われる。
相互作用の過程が十分に進んだある位置 z(> 0)にお

いて、電子ビームには λ1/c = 2π/ω1に等しい時間感覚
の密度変調（マイクロバンチ）が形成されるとともに光
の電場振幅は増大する。
マイクロバンチと光の電場振幅の増大との間には正の
帰還ループが存在し、電場振幅の増大によってマイクロ
バンチの成長スピードが増し、マイクロバンチの成長に
よって光の増大スピードも増す。
さて、有限な空間的なひろがりをもつ電荷分布から発
生する動的な電磁場を取り扱うために、Maxwell方程式
から出発する必要がある。Lorentzゲージにおける電磁
ポテンシャルA(x, t)と φ(x, t)とを用いたアンペールの
法則の両辺に ∂/∂tを作用させ、ガウスの法則を使えば、

(
Δ− 1

c2
∂2

∂t2

)
∂

∂t
A(x, t) = −μ0

∂

∂t
ie(x, t)

∴
(
Δ− 1

c2
∂2

∂t2

)
E(x, t)

= −
(
Δ− 1

c2
∂2

∂t2

)
gradφ(x, t) + μ0

∂

∂t
ie(x, t)

(6-13)

となる。アンペールの法則の両辺に gradを作用させれ

ば、
(
Δ− 1

c2
∂2

∂t2

)
gradφ(x, t) = − 1

�0
gradρe(x, t)

(6-14)

となるから、これを使って、
(
Δ− 1

c2
∂2

∂t2

)
E(x, t) =

1

�0
gradρe(x, t) + μ0

∂

∂t
ie(x, t)

∴ ∇2E(x, t)− 1

c2
∂2

∂t2
E(x, t) =

1

�0
∇ρe(x, t) + μ0

∂

∂t
ie(x, t)

(6-15)

と、電場に関する波動方程式を得る（Ref. [10]-式 (3-17)）。
よって、それぞれの電場成分に対して、

{
∂2Ex(x, t)

∂x2
+

∂2Ex(x, t)

∂y2
+

∂2Ex(x, t)

∂z2

}
− 1

c2
∂2Ex(x, t)

∂t2

=
1

�0

∂ρe(x, t)

∂x
+ μ0

∂

∂t
iex(x, t)

{
∂2Ey(x, t)

∂x2
+

∂2Ey(x, t)

∂y2
+

∂2Ey(x, t)

∂z2

}
− 1

c2
∂2Ey(x, t)

∂t2

=
1

�0

∂ρe(x, t)

∂y
+ μ0

∂

∂t
iey(x, t)

{
∂2Ez(x, t)

∂x2
+

∂2Ez(x, t)

∂y2
+

∂2Ez(x, t)

∂z2

}
− 1

c2
∂2Ez(x, t)

∂t2

=
1

�0

∂ρe(x, t)

∂z
+ μ0

∂

∂t
iez(x, t)

(6-16)

と得られる。
それでは、1次元での FEL過程を考える。
短波長の光に制限して、光の z方向の電場成分を無視
する（Ref. [10]-3.4節）。すると、x方向と y方向には電
場、電荷密度および電流密度は一様となり、電場の xお
よび y方向の偏微分方程式だけが残り、電荷密度の項は
消えて、

∂2Ex(x, t)

∂z2
− 1

c2
∂2Ex(x, t)

∂t2
= μ0

∂

∂t
iex(x, t)

∂2Ey(x, t)

∂z2
− 1

c2
∂2Ey(x, t)

∂t2
= μ0

∂

∂t
iey(x, t)

(6-17)

の 2式が残る。今考えている 1次元近似では光は平面波
で表され、さらに定常状態にある FEL過程では光電場の
成長過程は時間 tによらず位置 zのみにより、式 (6-11)
で表されるのであった。したがって、振幅Ex(z, t)およ
び電子密度分布の振幅 nが z のみに依存するものとし
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て Ex(z)などと書けば、これらの式をまとめて、

∂2

∂z2
E(x, t)− 1

c2
∂2

∂t2
E(x, t) = μ0

∂

∂t
ie(x, t)

where,

E(x, t)

= ex

{
Ex(z)e

i(kz−ωt) + c.c.
}

+ ey

{
Ey(z)e

i(kz−ωt) + c.c.
}

(6-18)

と書ける（Ref. [10]-式 (3-18,3-19)）。ここで、光電場の
表式は任意の波長 λを持ち、光の波長は基本波長からの
偏差は小さいと仮定する（|(λ − λ1)/λ1| � 1）。また、
k = 2π/λ、ω = kc、exは x方向の単位ベクトル、ey は
y方向の単位ベクトルである。
式 (6-18)の光電場の表式を偏微分方程式に代入し、x

成分について解く。
左辺は、

∂2

∂z2

{
Ex(z)e

i(kz−ωt) + c.c.
}
− 1

c2
∂2

∂t2

{
Ex(z)e

i(kz−ωt) + c.c.
}

− k2Ex(z)e
i(kz−ωt) − 1

c2

{
∂2Ex(z)

∂t2
ei(kz−ωt)

+ 2iω
∂Ex(z)

∂t
ei(kz−ωt) − ω2Ex(z)e

i(kz−ωt)

}
+ c.c.

=
∂2Ex(z)

∂z2
ei(kz−ωt) + 2ik

∂Ex(z)

∂z
ei(kz−ωt) + c.c.

(6-19)

となる。なお、ω = ckの関係を用いた。ここで、光電
場の振幅 Ex(z)が緩やかに変化するという仮定のもと
に ∂2Ex(z)/∂z

2 の項を無視すれば、

∂2

∂z2

{
Ex(z)e

i(kz−ωt) + c.c.
}
− 1

c2
∂2

∂t2

{
Ex(z)e

i(kz−ωt) + c.c.
}

= 2ik
∂Ex(z)

∂z
ei(kz−ωt) + c.c.

(6-20)

と得られる（Ref. [10]-式 (3-20)）。
エネルギー拡がりおよびエネルギー偏差が小さいと
いう仮定のもと、式 (6-11)で定義される密度分布の表
式を使って、電流密度を iex(z, t) ≈ −en(z, ψ) �vx� =

−ecn(z, ψ) �βx�とすれば、右辺は、

μ0
∂

∂t
iex(z, t)

= μ0
∂

∂t
{−ecn(z, ψ) �βx�}

= −μ0ec �βx� ∂ψ
∂t

∂

∂ψ
{n1(z) exp (iψ) + c.c.}

(6-21)

となる。ここで、式 (6-11)を導出した際とは逆に ψ を

変形すれば、
∂ψ

∂t
=

∂

∂t
{ks}

≈ −ω (6-22)

となるから、

μ0
∂

∂t
iex(z, t)

= μ0ec �βx�ω ∂

∂ψ
{n1(z) exp (iψ) + c.c.} (6-23)

となり、式 (2-37)を使って �βx�を書き換えれば、

μ0
∂

∂t
iex(z, t)

= μ0ecω
K

γ0
cos kuz

∂

∂ψ
{n1(z) exp (iψ) + c.c.}

(6-24)

と得られる（Ref. [10]-式 (3-21)）。
式 (6-20)および式 (6-24)の結果を使い、定常状態の

もとで光電場の振幅 Ex(z)が z のみの関数であること
に注意して全微分へと書き換えれば、

2ik
∂Ex(z)

∂z
ei(kz−ωt) = μ0ecω

K

γ0
cos kuz

∂

∂ψ

{
n1(z)e

iψ
}

∴ dEx(z)

dz

=
μ0ec

2K

2γ0
n1(z)e

i(ψ−kz+ωt) cos kuz (6-25)

となる。さらに、余弦関数部を指数関数表記すれば、
dEx(z)

dz

=
μ0ec

2K

4γ0
n1(z)e

i(ψ−kz+ωt)e−ikuz
(
1 + e2ikuz

)

(6-26)

と変形できる。
ここで、式 (6-4)および式 (2-56)、また、1−(ω/ω1) � 1

であることを使えば、

ψ = kz + kuz − ωt

∴ ψ − kz + ωt ≈ kuz − kuz

(
1− ω

ω1

)
+ ωδt

(6-27)

と得られる。これを使って、

dEx(z)

dz

=
μ0ec

2K

4γ0
n1(z)e

−ikuz
(
1− ω

ω1

)
eiωδt

(
1 + e2ikuz

)

となる。ここで、

κ(z) =
(
1 + e2ikuz

)
eiωδt (6-28)

バンチ中には様々なエネルギーの電子が含まれてお
り、FEL過程において電子エネルギー分布の変化が重要
な役割を果たす。しかしながら、これまでに定義した密
度分布関数n(z, t)には電子のエネルギー分布の情報が含
まれていない。そこで、エネルギー γを引数として含む
分布関数 f(z, ψ, γ)を以下のように定義する（Ref. [10]-
式 (3-15,3-16)）。

f(z, ψ, γ) = f0 + f1(z, γ) exp (iψ) + c.c.

where,

n0 =

∫
f0(γ)dγ

n1 =

∫
f1(z, γ)dγ (6-12)

積分は全エネルギー領域に対して行う。

6.3. マイクロバンチによる光電場の成長

今、電子ビームと光とはアンジュレータの入口（z = 0）
においていずれも到達時間 t = 0であるものとする。こ
のとき、電子ビーム内にマイクロバンチは形成されてお
らず、規則的な密度変調は存在しない。
その後、電子ビームは光とともにアンジュレータ内を

進行しながら光と相互作用し、光と電子との間でエネル
ギーの授受が行われる。
相互作用の過程が十分に進んだある位置 z(> 0)にお

いて、電子ビームには λ1/c = 2π/ω1に等しい時間感覚
の密度変調（マイクロバンチ）が形成されるとともに光
の電場振幅は増大する。
マイクロバンチと光の電場振幅の増大との間には正の

帰還ループが存在し、電場振幅の増大によってマイクロ
バンチの成長スピードが増し、マイクロバンチの成長に
よって光の増大スピードも増す。
さて、有限な空間的なひろがりをもつ電荷分布から発

生する動的な電磁場を取り扱うために、Maxwell方程式
から出発する必要がある。Lorentzゲージにおける電磁
ポテンシャルA(x, t)と φ(x, t)とを用いたアンペールの
法則の両辺に ∂/∂tを作用させ、ガウスの法則を使えば、

(
Δ− 1

c2
∂2

∂t2

)
∂

∂t
A(x, t) = −μ0

∂

∂t
ie(x, t)

∴
(
Δ− 1

c2
∂2

∂t2

)
E(x, t)

= −
(
Δ− 1

c2
∂2

∂t2

)
gradφ(x, t) + μ0

∂

∂t
ie(x, t)

(6-13)

となる。アンペールの法則の両辺に gradを作用させれ

ば、
(
Δ− 1

c2
∂2

∂t2

)
gradφ(x, t) = − 1

�0
gradρe(x, t)

(6-14)

となるから、これを使って、
(
Δ− 1

c2
∂2

∂t2

)
E(x, t) =

1

�0
gradρe(x, t) + μ0

∂

∂t
ie(x, t)

∴ ∇2E(x, t)− 1

c2
∂2

∂t2
E(x, t) =

1

�0
∇ρe(x, t) + μ0

∂

∂t
ie(x, t)

(6-15)

と、電場に関する波動方程式を得る（Ref. [10]-式 (3-17)）。
よって、それぞれの電場成分に対して、

{
∂2Ex(x, t)

∂x2
+

∂2Ex(x, t)

∂y2
+

∂2Ex(x, t)

∂z2

}
− 1

c2
∂2Ex(x, t)

∂t2

=
1

�0

∂ρe(x, t)

∂x
+ μ0

∂

∂t
iex(x, t)

{
∂2Ey(x, t)

∂x2
+

∂2Ey(x, t)

∂y2
+

∂2Ey(x, t)

∂z2

}
− 1

c2
∂2Ey(x, t)

∂t2

=
1

�0

∂ρe(x, t)

∂y
+ μ0

∂

∂t
iey(x, t)

{
∂2Ez(x, t)

∂x2
+

∂2Ez(x, t)

∂y2
+

∂2Ez(x, t)

∂z2

}
− 1

c2
∂2Ez(x, t)

∂t2

=
1

�0

∂ρe(x, t)

∂z
+ μ0

∂

∂t
iez(x, t)

(6-16)

と得られる。
それでは、1次元での FEL過程を考える。
短波長の光に制限して、光の z方向の電場成分を無視
する（Ref. [10]-3.4節）。すると、x方向と y方向には電
場、電荷密度および電流密度は一様となり、電場の xお
よび y方向の偏微分方程式だけが残り、電荷密度の項は
消えて、

∂2Ex(x, t)

∂z2
− 1

c2
∂2Ex(x, t)

∂t2
= μ0

∂

∂t
iex(x, t)

∂2Ey(x, t)

∂z2
− 1

c2
∂2Ey(x, t)

∂t2
= μ0

∂

∂t
iey(x, t)

(6-17)

の 2式が残る。今考えている 1次元近似では光は平面波
で表され、さらに定常状態にある FEL過程では光電場の
成長過程は時間 tによらず位置 zのみにより、式 (6-11)
で表されるのであった。したがって、振幅Ex(z, t)およ
び電子密度分布の振幅 nが z のみに依存するものとし
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とおけば（Ref. [10]-式 (3-23)）、
dEx(z)

dz

=
μ0ec

2K

4γ0
κ(z)n1(z)e

−ikuz
(
1− ω

ω1

)
(6-29)

と得られる（Ref. [10]-式 (3-22)）。
式 (6-29)の右辺は、係数を別にすれば zの 3つの関数
の積になっている。式 (6-28)で表される κ(z)は光電場
の半分の周期 λ/2で振動するのに対して、n1(z)はシー
ド光パルスの波形程度の光電場の周期に比べて長い周期
を持ち、指数関数部分も 1− (ω/ω1) � 1であることか
ら光電場の周期よりも長い周期を持つため、κ(z)に比
べて他の 2つの関数は低い変化率を持つ。そこで、κ(z)
についてアンジュレータ磁場 1周期分の区間で平均をと
ることで簡略化することを考える。
κ(z)をアンジュレータ磁場 1周期分の区間で平均し
た値を計算するには、

κ(z)

=
1

λu

∫ z+λu
2

z−λu
2

κ(z�)dz�

=
1

λu

∫ z+λu
2

z−λu
2

(
1 + e2ikuz

′)
eiωδt(z′)dz� (6-30)

とすればよい。
リニアアンジュレータでは、ω ≈ ω1L を仮定して式

(2-54)を使って変形すれば、

eiωδtL(z) ≈ exp

(
iω1L

K2

8γ2kuc
sin 2kuz

)

= exp

(
i

K2

2

2 +K2
sin 2kuz

)

となる。ここで、ベッセル関数に関する関係式 (B-16)を
使って n次のベッセル関数 Jn を用いて、

eiωδtL(z) =

∞∑
n=−∞

Jn

(
K2

2

2 +K2

)
e2inkuz

と書けるから、

κL(z)

=
∞∑

n=−∞
Jn

(
K2

2

2 +K2

)
1

λu

∫ z+λu
2

z−λu
2

(
1 + e2ikuz

′)
e2inkuz

′
dz�

となり、積分部は n = −1および n = 0の場合に λu、
それ以外の場合に 0となるから、

κL

= J−1

(
K2

2

2 +K2

)
+ J0

(
K2

2

2 +K2

)

となる。ここで、κは z によらない関数となっている。
さらに式 (B-9)を使って、

κL

= J0

(
K2

2

2 +K2

)
− J1

(
K2

2

2 +K2

)

と得られる（Ref. [10]付録 Aの最終式）。よって、κ(z)

は zに依存しないことがわかる。
以上より、式 (6-29)をアンジュレータ磁場 1周期で平

均して簡略化して表せば、
dEx(z)

dz

=
μ0ec

2K

4γ0
κn1(z)e

−ikuz
(
1− ω

ω1

)

where,

κ = J0

(
K2

2

2 +K2

)
− J1

(
K2

2

2 +K2

)
; Linear

(6-31)

と得られる。
次に、式 (6-18)の光電場の表式を偏微分方程式に代入

して、y成分について解く。この場合、xが yに置き換
わり、偏微分方程式の y成分の左辺は、

∂2

∂z2

{
Ey(z)e

i(kz−ωt) + c.c.
}

− 1

c2
∂2

∂t2

{
Ey(z)e

i(kz−ωt) + c.c.
}

= 2ik
∂Ey(z)

∂z
ei(kz−ωt) + c.c. (6-32)

となる。また、電流密度は iey(z, t) ≈ −en(z, ψ) �vy� =
−ecn(z, ψ) �βy�となる。�βy�を式 (2-39)を使って書き
換えれば、偏微分方程式の y成分の右辺は、

μ0
∂

∂t
ieyL(z, t) = 0 ; Linear (6-33)

となる。よって、リニアアンジュレータではEyL(z) = 0

となることがわかる。
よって、y成分に関してもアンジュレータ磁場 1周期
で平均して簡略化して表せば、

dEy(z)

dz

= −i
μ0ec

2K

4γ0
κn1(z)e

−ikuz
(
1− ω

ω1

)

where, κ = 0 ; Linear (6-34)

あるいは、

EyL(z) = 0 (6-35)
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という関係があることがわかる。関係式 (6-35)から、リ
ニアアンジュレータでは水平偏光が得られることがわ
かる。
ここで、合成電場振幅E⊥および合成偏向定数K⊥を

以下のように定義する。

E⊥ =

⎧
⎨
⎩
Ex ; Linear
√
2Ex = i

√
2Ey ; Helical

K⊥ =

⎧
⎨
⎩
K ; Linear
√
2K ; Herical

(6-36)

こうすることで式 (2-25)に示したリニアあるいはヘリ
カル磁場いずれに対しても、

|E⊥| =
�
|Ex|2 + |Ey|2

K⊥ =
�
K2

x +K2
y (6-37)

と統一的に表記できるため、自由電子レーザーを扱う多
くの文献で用いられる [10]。
偏向定数および電場振幅は各アンジュレータに対して
それぞれ、表 6-1のようになる。

表 6-1. 合成電場振幅 E⊥ および合成偏向定数K⊥ を用
いた各アンジュレータに対する偏向定数、電場振幅の表
記（Ref. [10]-表 1）。

Helical Undulator Linear Undulator

K K⊥/
√
2 K⊥

Ex E⊥/
√
2 E⊥

Ey −iE⊥/
√
2 0

合成電場振幅E⊥および合成偏向定数K⊥を用いて式
(6-31)および式 (6-34)は、

dE⊥(z)
dz

=
μ0ec

2K⊥κ
4γ0

n1(z)e
−ikuz

(
1− ω

ω1

)

where,

κ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

J0

�
K2

2

2+K2

�
− J1

�
K2

2

2+K2

�
; x,Linaer

1 ; x,Herical

0 ; y,Linaer

1 ; y,Herical

(6-38)

と、まとめて表記することができる（Ref. [10]-式 (3-27)）。
このとき、アンジュレータの基本波長の表式 (2-54)も、

λ1 =
λu

2γ2

�
1 +

K2
⊥
2

�
(6-39)

と、まとめて表記することができる（Ref. [10]-式 (3-28)）。
また、光電場が単位面積あたりに運ぶパワーは 1.2.
節で議論したようにポインティングベクトル S で表さ
れる。今、光電場は平面波であり、式 (1-11)において
Eret = E であることに気をつけて、

S = |S| = �0cE
2 = 2�0c |E⊥|2 (6-40)

と、まとめて表記することができる（Ref. [10]-式 (3-29)）。

6.4. 電子のエネルギー方程式

Ref. [10]の 3.5節に沿って、アンジュレータ中を進む電
子が光電場とどのようにエネルギーの受け渡しを行うの
かを考える。
座標 zにおける、位相空間 (ψ, γ)上での電子の分布関

数を f(z, ψ, γ)として導入する。関数 f(z, ψ, γ)が座標
zとともにどのように変化するのか、すなわち光と電子
ビームの相互作用によって形成される密度変調の成長の
過程を知るにはどうすればよいだろう。
そのためには、位相空間における電子の運動方程式を

解くことによって個々の電子の運動を特定する 2つの座
標変数、すなわち位相 ψ とエネルギー γ を z の関数と
して表す必要がある。
これら 2つの座標変数のうち、位相 ψ についてはす

でに式 (6-9)として導出している。したがって、残りの
変数である γ についての表式を導出すればよい。その
ために、アンジュレータ磁場中で運動する電子と、電子
に同期して入射されたシード光との相互作用、すなわち
エネルギーのやりとりについて考える必要がある。
相対論的電子のエネルギー変化は、

mc2
dγ

dt
= v · dp

dt

と表される。一方、電磁場中の運動方程式は、
dp

dt
= −e (E + v ×B)

と表されるので、これをエネルギー変化の式に代入すれ
ば、独立変数である座標 zを用いて、

mc2
dγ

dt
= v · {−e (E + v ×B)}

∴ dγ

dt
= − e

mc2
v ·E

と得られる。ただし、v ×B は v に対して垂直な方向
のベクトルであるため、v · v×B = 0である。ここで、
z ≈ ctと近似すれば、

dγ

dz
≈ dγ

cdt
= − e

mc2
β ·E (6-41)

とおけば（Ref. [10]-式 (3-23)）、
dEx(z)

dz

=
μ0ec

2K

4γ0
κ(z)n1(z)e

−ikuz
(
1− ω

ω1

)
(6-29)

と得られる（Ref. [10]-式 (3-22)）。
式 (6-29)の右辺は、係数を別にすれば zの 3つの関数
の積になっている。式 (6-28)で表される κ(z)は光電場
の半分の周期 λ/2で振動するのに対して、n1(z)はシー
ド光パルスの波形程度の光電場の周期に比べて長い周期
を持ち、指数関数部分も 1− (ω/ω1) � 1であることか
ら光電場の周期よりも長い周期を持つため、κ(z)に比
べて他の 2つの関数は低い変化率を持つ。そこで、κ(z)
についてアンジュレータ磁場 1周期分の区間で平均をと
ることで簡略化することを考える。
κ(z)をアンジュレータ磁場 1周期分の区間で平均し
た値を計算するには、

κ(z)

=
1

λu

∫ z+λu
2

z−λu
2

κ(z�)dz�

=
1

λu

∫ z+λu
2

z−λu
2

(
1 + e2ikuz

′)
eiωδt(z′)dz� (6-30)

とすればよい。
リニアアンジュレータでは、ω ≈ ω1L を仮定して式

(2-54)を使って変形すれば、

eiωδtL(z) ≈ exp

(
iω1L

K2

8γ2kuc
sin 2kuz

)

= exp

(
i

K2

2

2 +K2
sin 2kuz

)

となる。ここで、ベッセル関数に関する関係式 (B-16)を
使って n次のベッセル関数 Jn を用いて、

eiωδtL(z) =

∞∑
n=−∞

Jn

(
K2

2

2 +K2

)
e2inkuz

と書けるから、

κL(z)

=
∞∑

n=−∞
Jn

(
K2

2

2 +K2

)
1

λu

∫ z+λu
2

z−λu
2

(
1 + e2ikuz

′)
e2inkuz

′
dz�

となり、積分部は n = −1および n = 0の場合に λu、
それ以外の場合に 0となるから、

κL

= J−1

(
K2

2

2 +K2

)
+ J0

(
K2

2

2 +K2

)

となる。ここで、κは z によらない関数となっている。
さらに式 (B-9)を使って、

κL

= J0

(
K2

2

2 +K2

)
− J1

(
K2

2

2 +K2

)

と得られる（Ref. [10]付録 Aの最終式）。よって、κ(z)

は zに依存しないことがわかる。
以上より、式 (6-29)をアンジュレータ磁場 1周期で平

均して簡略化して表せば、
dEx(z)

dz

=
μ0ec

2K

4γ0
κn1(z)e

−ikuz
(
1− ω

ω1

)

where,

κ = J0

(
K2

2

2 +K2

)
− J1

(
K2

2

2 +K2

)
; Linear

(6-31)

と得られる。
次に、式 (6-18)の光電場の表式を偏微分方程式に代入

して、y成分について解く。この場合、xが yに置き換
わり、偏微分方程式の y成分の左辺は、

∂2

∂z2

{
Ey(z)e

i(kz−ωt) + c.c.
}

− 1

c2
∂2

∂t2

{
Ey(z)e

i(kz−ωt) + c.c.
}

= 2ik
∂Ey(z)

∂z
ei(kz−ωt) + c.c. (6-32)

となる。また、電流密度は iey(z, t) ≈ −en(z, ψ) �vy� =
−ecn(z, ψ) �βy�となる。�βy�を式 (2-39)を使って書き
換えれば、偏微分方程式の y成分の右辺は、

μ0
∂

∂t
ieyL(z, t) = 0 ; Linear (6-33)

となる。よって、リニアアンジュレータではEyL(z) = 0

となることがわかる。
よって、y成分に関してもアンジュレータ磁場 1周期
で平均して簡略化して表せば、

dEy(z)

dz

= −i
μ0ec

2K

4γ0
κn1(z)e

−ikuz
(
1− ω

ω1

)

where, κ = 0 ; Linear (6-34)

あるいは、

EyL(z) = 0 (6-35)
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と得られ、2つのベクトル βと E の内積が電子のエネ
ルギー変化を表すことがわかる。
式 (2-37)および式 (2-39)、表 6-1、式 (6-18)、式 (6-27)

を使い、三角関数を指数関数を使って表し、リニアア
ンジュレータの場合に β ·E、を計算すると、

β ·E =
K

γ
cos kuz

{
Ex(z)e

i(kz−ωt) + c.c.
}

≈ K⊥
2γ

E⊥(z)eiψe
−i

{
kz−ωt+kuz−kuz

(
1− ω

ω1

)
+ωδt

}

· e−ikuz
(
1 + e2ikuz

)
ei(kz−ωt) + c.c.

=
K⊥
2γ

E⊥(z)κ∗(z)eiψeikuz
(
1− ω

ω1

)
+ c.c.

(6-42)

と得られる。ここで、κ∗(z) は式 (6-28) で定義される
κ(z)の複素共役である。
さて、式 (6-30)と同様に、リニアアンジュレータに関
する表式中の κ∗(z)について、アンジュレータ磁場 1周
期分の区間での平均値を計算する。式 (B-18)を用いて、

κ∗(z)

=
1

λu

∫ z+λu
2

z−λu
2

(
1 + e−2ikuz

′)
e−iωδt(z′)dz�

=
∞∑

n=−∞
Jn

(
K2

2

2 +K2

)
1

λu

∫ z+λu
2

z−λu
2

(
1 + e−2ikuz

′)
e−2inkuz

′

(6-43)

となり、ここでも積分部は κ(z)の時と同様に n = −1

および n = 0の場合に λu、それ以外の場合に 0となり、

κ∗ = J0

(
K2

2

2 +K2

)
− J1

(
K2

2

2 +K2

)

= κL (6-44)

と得られる。また、ここでも κ∗が zの関数では無いこ
とに注意。
よって、κ∗(z)をアンジュレータ磁場 1周期分の区間で

の平均値をとることで、電子のエネルギー方程式 (6-41)
もアンジュレータの種類によらない形で以下のようにま
とめて表せる。ただしこのとき、式 (6-24)あるいは式
(6-31)を得た時にならって β ·Eの γをバンチ平均値 γ0

で書きかえて、

dγ

dz
= − e

mc2
β ·E

= − eK⊥κ
2mc2γ0

E⊥(z)eiψe
ikuz

(
1− ω

ω1

)
+ c.c.

(6-45)

と書ける（Ref. [10]-式 (3-30)）。

6.5. マイクロバンチの成長

Ref. [10]の 3.6節に沿って、マイクロバンチの成長につい
て考える。すなわち、アンジュレータ中を進む電子バンチ
に関して、分布関数あるいは電子密度分布関数の密度変調
を記述する関数 f1あるいは n1が座標 zに対してどのよ
うな微分方程式を満たすのかを考える。ここで、式 (6-12)
で定義した電子の分布関数 f(z, ψ, γ)に対して、粒子間の
衝突を無視したVlasov方程式 [33] [34] [35] [36] [37] [38]
を適用する。すなわち、

∂f(z, ψ, γ)

∂z
+

dψ

dz

∂f(z, ψ, γ)

∂ψ
+

dγ

dz

∂f(z, ψ, γ)

∂γ

= 0 (6-46)

に、式 (6-12)を代入して、
{
eiψ

∂f1(z, γ)

∂z
+ c.c.

}

+
dψ

dz

{
ieiψf1(z, γ) + c.c.

}

+
dγ

dz

{
df0(γ)

dγ
+ eiψ

∂f1(z, γ)

∂γ
+ c.c.

}
= 0

(6-47)

となる。ここで今、FELの初期過程を取り扱うことに
して、

df0(γ)

dγ
� ∂f1(z, γ)

∂γ
(6-48)

と仮定すれば、
[{

∂f1(z, γ)

∂z
+ if1(z, γ)

dψ

dz

}
eiψ + c.c.

]

+
dγ

dz

df0(γ)

dγ
= 0 (6-49)

となる。
上式に位相空間 (ψ, γ)における個々の電子の運動方

程式 (6-9)およびエネルギー方程式 (6-45)をそれぞれ代
入すれば、マイクロバンチの空間 zに対する成長過程は、

1

ku

∂f1(z, γ)

∂z
+ 2if1(z, γ)

γ − γ0
γ0

=
df0(γ)

dγ

1

γ0

E⊥(z)
2E1

e
ikuz

(
1− ω

ω1

)

(6-50)

と表すことができる（Ref. [10]-式 (3-31)）。ここで、E1

は、

E1 =
mc2ku
eκK⊥

(6-51)

と定義する（Ref. [10]-式 (3-32)）。なお、E1は電場の次
元を持つ。
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6.6. FEL微積分方程式

式 (6-50)は、f1、すなわちエネルギー γ における密度
変調の複素振幅の成長を記述する方程式である。光電場
の複素振幅 E⊥の成長は式 (6-38)によって記述される。
したがって、これらの 2つの方程式を同時に満たす f1

および E⊥ を見つけることが次の課題となる。
式 (6-12)を使って、式 (6-38)を密度変調 f1の式とし
て書き換えれば、

dE⊥(z)
dz

=
μ0ec

2K⊥κ
4γ0

n1(z)e
−ikuz

(
1− ω

ω1

)

∴ 1

ku

dE⊥(z)
dz

= E2(z)
e
−ikuz

(
1− ω

ω1

)

n0γ0

∫
f1(z, γ)dγ

where,

E2(z) =
μ0ec

2K⊥κn0

4ku
(6-52)

と得られる（Ref. [10]-式 (3-33)、式 (3-34)）。なお、こ
こで定義した E2 は電場の次元を持つ。

2つの方程式 (6-50)および式 (6-52)を解けば、マイク
ロバンチの成分 f1 と光電場の複素振幅 E⊥ を決定する
ことができるが、これらはより便利な、E⊥に関する単
一微積分方程式に変換することができる。
式 (6-50)を関数 f1 についての方程式とみれば、Ref.

[34] 10.2.1.1節に述べられているように、これは、

y� + iαy(z) = f(z)

の形をしていることがわかる。このとき、一般解は、

y(z)

=

∫ z

0

f(s) exp {−iα · (z − s)} ds+ c1 exp (−iαz)

(6-53)

となる。ただし、c1 は任意の定数。
初期条件として、すなわち、アンジュレータ入り口に
おいて電子バンチ内には密度変調が無いものとすれば、
f1(0) = 0、すなわち c1 = 0とできて、式 (6-50)の解は、

f1(z, γ) =

∫ z

0

dz�
[{

ku
df0(γ)

dγ

1

γ0

E⊥(z�)
2E1

e
ikuz

′
(
1− ω

ω1

)}

· exp
{
−i2ku

γ − γ0
γ0

(z − z�)
}]

=
ku
2γ0

df0(γ)

dγ

∫ z

0

dz�
[
E⊥(z�)
E1

· exp
{
2iku (z

� − z)
γ − γ0
γ0

− ikuz
�ω − ω1

ω1

}]

(6-54)

と得られる（Ref. [10]-式 (3-35)）。これを、式 (6-52)に
代入すれば、

1

ku

dE⊥(z)
dz

=
E2(z)

E1

ku
2γ2

0n0
e
−ikuz

(
1− ω

ω1

) ∫
dγ

df0(γ)

dγ

∫ z

0

dz�

[
E⊥(z�) exp

{
2iku (z

� − z)
γ − γ0
γ0

− ikuz
�ω − ω1

ω1

}]

=
E2(z)

E1

ku
2γ2

0n0

∫
dγ

df0(γ)

dγ

∫ z

0

dz�

[
E⊥(z�) exp

{
iku (z

� − z)

(
2
γ − γ0
γ0

− ω − ω1

ω1

)}]

(6-55)

と得られる。これは電場の複素振幅を与える FEL微積
分方程式である。
ここで、以下の式で定義されるパラメータ ρを導入
する。

(2ργ0)
3
=

E2

E1
(6-56)

E1およびE2に、式 (6-51)および式 (6-52)を代入すれば、

ρ =

(
πκ2K2

⊥
8γ3

0k
2
u

j0
IA

) 1
3

(6-57)

と得られる（Ref. [10]-式 (3-36)）。ここで、j0 = ecn0は
電子ビームの電流密度、IAは Alfven電流と呼ばれる電
流の次元を持つパラメータで、

IA =
4πε0mc3

e
(6-58)

と定義される。
ρは FELにおけるレーザーゲインや光源性能に深く
関連する重要な物理量であって、Pierceパラメータある
いは FELパラメータと呼ばれる。
式 (6-57)において、式 (6-37)に示すように K⊥ がア
ンジュレータの種類によらならいことに気をつけて、式
(6-45)に定義されているそれぞれの κを代入すれば、リ
ニアアンジュレータのゲインを ρLとヘリカルアンジュ
レータの FELゲインを ρH として、その比は、

ρL
ρH

=

{
J0

(
K2

2

2 +K2

)
− J1

(
K2

2

2 +K2

)} 2
3

(6-59)

と得られる。リニアアンジュレータの偏向定数K 値に
対してプロットすると図 6-1のようになる。
K 値が 0に近いときは比が等しく、アンジュレータ

の種類による FELゲインの違いはないが、K 値が増加
するにつれて比は低下し、その後 80%程度で低下が緩

と得られ、2つのベクトル βと E の内積が電子のエネ
ルギー変化を表すことがわかる。
式 (2-37)および式 (2-39)、表 6-1、式 (6-18)、式 (6-27)

を使い、三角関数を指数関数を使って表し、リニアア
ンジュレータの場合に β ·E、を計算すると、

β ·E =
K

γ
cos kuz

{
Ex(z)e

i(kz−ωt) + c.c.
}

≈ K⊥
2γ

E⊥(z)eiψe
−i

{
kz−ωt+kuz−kuz

(
1− ω

ω1

)
+ωδt

}

· e−ikuz
(
1 + e2ikuz

)
ei(kz−ωt) + c.c.

=
K⊥
2γ

E⊥(z)κ∗(z)eiψeikuz
(
1− ω

ω1

)
+ c.c.

(6-42)

と得られる。ここで、κ∗(z) は式 (6-28) で定義される
κ(z)の複素共役である。
さて、式 (6-30)と同様に、リニアアンジュレータに関
する表式中の κ∗(z)について、アンジュレータ磁場 1周
期分の区間での平均値を計算する。式 (B-18)を用いて、

κ∗(z)

=
1

λu

∫ z+λu
2

z−λu
2

(
1 + e−2ikuz

′)
e−iωδt(z′)dz�

=
∞∑

n=−∞
Jn

(
K2

2

2 +K2

)
1

λu

∫ z+λu
2

z−λu
2

(
1 + e−2ikuz

′)
e−2inkuz

′

(6-43)

となり、ここでも積分部は κ(z)の時と同様に n = −1

および n = 0の場合に λu、それ以外の場合に 0となり、

κ∗ = J0

(
K2

2

2 +K2

)
− J1

(
K2

2

2 +K2

)

= κL (6-44)

と得られる。また、ここでも κ∗が zの関数では無いこ
とに注意。
よって、κ∗(z)をアンジュレータ磁場 1周期分の区間で

の平均値をとることで、電子のエネルギー方程式 (6-41)
もアンジュレータの種類によらない形で以下のようにま
とめて表せる。ただしこのとき、式 (6-24)あるいは式
(6-31)を得た時にならって β ·Eの γをバンチ平均値 γ0

で書きかえて、

dγ

dz
= − e

mc2
β ·E

= − eK⊥κ
2mc2γ0

E⊥(z)eiψe
ikuz

(
1− ω

ω1

)
+ c.c.

(6-45)

と書ける（Ref. [10]-式 (3-30)）。

6.5. マイクロバンチの成長

Ref. [10]の 3.6節に沿って、マイクロバンチの成長につい
て考える。すなわち、アンジュレータ中を進む電子バンチ
に関して、分布関数あるいは電子密度分布関数の密度変調
を記述する関数 f1あるいは n1が座標 zに対してどのよ
うな微分方程式を満たすのかを考える。ここで、式 (6-12)
で定義した電子の分布関数 f(z, ψ, γ)に対して、粒子間の
衝突を無視したVlasov方程式 [33] [34] [35] [36] [37] [38]
を適用する。すなわち、

∂f(z, ψ, γ)

∂z
+

dψ

dz

∂f(z, ψ, γ)

∂ψ
+

dγ

dz

∂f(z, ψ, γ)

∂γ

= 0 (6-46)

に、式 (6-12)を代入して、
{
eiψ

∂f1(z, γ)

∂z
+ c.c.

}

+
dψ

dz

{
ieiψf1(z, γ) + c.c.

}

+
dγ

dz

{
df0(γ)

dγ
+ eiψ

∂f1(z, γ)

∂γ
+ c.c.

}
= 0

(6-47)

となる。ここで今、FELの初期過程を取り扱うことに
して、

df0(γ)

dγ
� ∂f1(z, γ)

∂γ
(6-48)

と仮定すれば、
[{

∂f1(z, γ)

∂z
+ if1(z, γ)

dψ

dz

}
eiψ + c.c.

]

+
dγ

dz

df0(γ)

dγ
= 0 (6-49)

となる。
上式に位相空間 (ψ, γ)における個々の電子の運動方

程式 (6-9)およびエネルギー方程式 (6-45)をそれぞれ代
入すれば、マイクロバンチの空間 zに対する成長過程は、

1

ku

∂f1(z, γ)

∂z
+ 2if1(z, γ)

γ − γ0
γ0

=
df0(γ)

dγ

1

γ0

E⊥(z)
2E1

e
ikuz

(
1− ω

ω1

)

(6-50)

と表すことができる（Ref. [10]-式 (3-31)）。ここで、E1

は、

E1 =
mc2ku
eκK⊥

(6-51)

と定義する（Ref. [10]-式 (3-32)）。なお、E1は電場の次
元を持つ。
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図 6-1. リニアおよびヘリカルアンジュレータの Pierce
パラメータの比（Ref. [10]-図 8より）。

やかになる。K が大きい条件においては、ヘリカルア
ンジュレータを採用する方が高いゲインが期待でき、ア
ンジュレータの台数を節約し、全体としてコンパクトな
加速器設計ができるなどの利点がある。一方で、一般に
ヘリカルアンジュレータはリニアアンジュレータに比べ
て装置が複雑になるなどのデメリットも存在するため、
実機の設計にあたっては総合的な検討が必要となる。
さて、z座標、電子のエネルギー偏差、シード光の波

長偏差を、それぞれ ρと kuを用いて以下のように規格
化する（Ref. [10]-式 (3-37,38,39)）。

ẑ = 2ρkuz

η̂ =
γ − γ0
ργ0

ν̂ =
ω − ω1

2ρω1
(6-60)

これらの規格化パラメータを用いて、FEL微積分方
程式 (6-55)を書き換えれば、

dE⊥(ẑ)
dẑ

=
ργ0
n0

·
�

dη̂
df0(η̂)

dη̂

� ẑ

0

dẑ� [E⊥(ẑ�) exp {i (ẑ� − ẑ) (η̂ − ν̂)}]

(6-61)

となる。

6.7. FEL微分方程式

FEL微積分方程式 (6-61)をラプラス変換を使って解く
ことができる。実際、初期エネルギー分布 f0 がより一

般性の高いガウス関数で表される場合には正当な解法で
あるといえる。しかし、レーザースペクトルのバンド幅
や電子エネルギー拡がりの影響を調べるためには、複雑
な計算が必要となり、必ずしも FELにおける物理的な
イメージを理解するのは簡単ではない。
f0 が特殊な形状で表される場合には、微積分方程式

(6-61)をより単純な線形微分方程式に書き換えることが
できて、バンド幅やエネルギー拡がりの影響について
準解析的な表式を得ることができ、イメージを捉えやす
い。ここでは、f0が矩形関数で表される場合を考える。
電子が平均値 γ0 を中心に幅Δγ で一様に分布してい
る場合を考える（Ref. [10] 3.8.2節）。
今、単位ステップ関数 Θ(x)を、

Θ(x) =

⎧⎨
⎩
0 , for x ≤ 0

1 , for 0 ≤ x

−Θ(x) =

⎧⎨
⎩
0 , for x ≤ 0

−1 , for 0 ≤ x
(6-62)

と定義すれば、γ0 を中心に幅 Δγ で大きさ 1を持つ分
布は、

Θ

�
γ −

�
γ0 − Δγ

2

��
−Θ

�
γ −

�
γ0 +

Δγ

2

��

=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

0 , for γ ≤ γ0 − Δγ
2

1 , for γ0 − Δγ
2 ≤ γ ≤ γ0 +

Δγ
2

0 , for γ0 +
Δγ
2 ≤ γ

(6-63)

と書ける。この分布を γ に関して積分すれば Δγ とな
るため、電子の初期エネルギー分布関数は、

f0(γ) = n0

Θ
�
γ −

�
γ0 − Δγ

2

��
−Θ

�
γ −

�
γ0 +

Δγ
2

��

Δγ

(6-64)

と書ける。ここで、式 (6-60)を使って引数を η̂ に書き
かえれば、

f0(η̂) = n0

Θ
�
ργ0η̂ + Δγ

2

�
−Θ

�
ργ0η̂ − Δγ

2

�

Δγ

(6-65)

となる。
定義 (6-62)から明らかなように、単位ステップ関数の
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導関数はデルタ関数 δで表されることを利用すれば、

df0(η̂)

dη̂

=
n0ργ0
Δγ

{
δ

(
ργ0η̂ +

Δγ

2

)
− δ

(
ργ0η̂ − Δγ

2

)}

≡ n0

Δη̂

{
δ

(
ργ0η̂ +

Δγ

2

)
− δ

(
ργ0η̂ − Δγ

2

)}

where, Δη̂ ≡ Δγ

ργ0
(6-66)

と書ける（Ref. [10]-式 (3-45)）。ここで、Δη̂として、規
格化されたエネルギー幅を導入した。
式 (6-66)を FEL微積分方程式 (6-61)に代入して η̂に

ついての部分積分を行う。ただし、Δη̂は定数であるこ
とに気を付けて、

dE⊥(ẑ)
dẑ

=
ργ0
Δη̂

∫
dη̂

[

{
δ

(
ργ0η̂ +

Δγ

2

)∫ ẑ

0

dẑ�E⊥(ẑ�)ei(ẑ
�−ẑ)(η̂−ν̂)

}

−
{
δ

(
ργ0η̂ − Δγ

2

)∫ ẑ

0

dẑ�E⊥(ẑ�)ei(ẑ
�−ẑ)(η̂−ν̂)

}

]
(6-67)

ここで、ディラックのデルタ関数と連続関数の積の積
分の形へと変形し、

dE⊥(ẑ)
dẑ

=
1

Δη̂

[∫ ẑ

0

dẑ�E⊥(ẑ�)e
i(ẑ�−ẑ)

(
1

ργ0

−Δγ
2 −ν̂

)

−
∫ ẑ

0

dẑ�E⊥(ẑ�)e
i(ẑ�−ẑ)

(
1

ργ0

Δγ
2 −ν̂

)]
(6-68)

式 (6-66)で導入した規格化されたエネルギー幅 Δη̂ を
使って書き換えて、

dE⊥(ẑ)
dẑ

= ieiẑν̂

[
eiẑ

Δη̂
2

iΔη̂

∫ ẑ

0

dẑ�E⊥(ẑ�)e−iẑ�(ν̂+Δη̂
2 )

− e−iẑΔη̂
2

iΔη̂

∫ ẑ

0

dẑ�E⊥(ẑ�)e−iẑ�(ν̂−Δη̂
2 )

]

≡ ieiẑν̂G(ẑ)

where,

G(ẑ) ≡ eiẑ
Δη̂
2

iΔη̂

∫ ẑ

0

dẑ�E⊥(ẑ�)e−iẑ�(ν̂+Δη̂
2 )

− e−iẑΔη̂
2

iΔη̂

∫ ẑ

0

dẑ�E⊥(ẑ�)e−iẑ�(ν̂−Δη̂
2 )

(6-69)

と得られる（Ref. [10]-式 (3-46)）。
G(ẑ)を ẑで微分すれば、

dG(ẑ)

dẑ

=
d

dẑ

{
eiẑ

Δη̂
2

iΔη̂

∫ ẑ

0

dẑ�E⊥(ẑ�)e−iẑ�(ν̂+Δη̂
2 )

}

− d

dẑ

{
e−iẑΔη̂

2

iΔη̂

∫ ẑ

0

dẑ�E⊥(ẑ�)e−iẑ�(ν̂−Δη̂
2 )

}

=
1

2
eiẑ

Δη̂
2

∫ ẑ

0

dẑ�E⊥(ẑ�)e−iẑ�(ν̂+Δη̂
2 )

+
1

2
e−iẑΔη̂

2

∫ ẑ

0

dẑ�E⊥(ẑ�)e−iẑ�(ν̂−Δη̂
2 )

(6-70)

よって、

d2G(ẑ)

dẑ2

=
iΔη̂

4
eiẑ

Δη̂
2

∫ ẑ

0

dẑ�E⊥(ẑ�)e−iẑ�(ν̂+Δη̂
2 )

− iΔη̂

4
eiẑ

Δη̂
2

∫ ẑ

0

dẑ�E⊥(ẑ�)e−iẑ�(ν̂−Δη̂
2 )

+ E⊥(ẑ)e−iẑν̂ (6-71)

ここで、式 (6-69)の各式を使って書きかえれば、

d2G(ẑ)

dẑ2

=

{
i
Δη̂2

4

dE⊥(ẑ)
dẑ

+ E⊥(ẑ)
}
e−iẑν̂ (6-72)

と得られる（Ref. [10]-式 (3-47)）。
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 0.95

 1

 0.1  1  10

ρ L
/ρ
H

K

図 6-1. リニアおよびヘリカルアンジュレータの Pierce
パラメータの比（Ref. [10]-図 8より）。

やかになる。K が大きい条件においては、ヘリカルア
ンジュレータを採用する方が高いゲインが期待でき、ア
ンジュレータの台数を節約し、全体としてコンパクトな
加速器設計ができるなどの利点がある。一方で、一般に
ヘリカルアンジュレータはリニアアンジュレータに比べ
て装置が複雑になるなどのデメリットも存在するため、
実機の設計にあたっては総合的な検討が必要となる。
さて、z座標、電子のエネルギー偏差、シード光の波

長偏差を、それぞれ ρと kuを用いて以下のように規格
化する（Ref. [10]-式 (3-37,38,39)）。

ẑ = 2ρkuz

η̂ =
γ − γ0
ργ0

ν̂ =
ω − ω1

2ρω1
(6-60)

これらの規格化パラメータを用いて、FEL微積分方
程式 (6-55)を書き換えれば、

dE⊥(ẑ)
dẑ

=
ργ0
n0

·
�

dη̂
df0(η̂)

dη̂

� ẑ

0

dẑ� [E⊥(ẑ�) exp {i (ẑ� − ẑ) (η̂ − ν̂)}]

(6-61)

となる。

6.7. FEL微分方程式

FEL微積分方程式 (6-61)をラプラス変換を使って解く
ことができる。実際、初期エネルギー分布 f0 がより一

般性の高いガウス関数で表される場合には正当な解法で
あるといえる。しかし、レーザースペクトルのバンド幅
や電子エネルギー拡がりの影響を調べるためには、複雑
な計算が必要となり、必ずしも FELにおける物理的な
イメージを理解するのは簡単ではない。
f0 が特殊な形状で表される場合には、微積分方程式

(6-61)をより単純な線形微分方程式に書き換えることが
できて、バンド幅やエネルギー拡がりの影響について
準解析的な表式を得ることができ、イメージを捉えやす
い。ここでは、f0が矩形関数で表される場合を考える。
電子が平均値 γ0 を中心に幅Δγ で一様に分布してい
る場合を考える（Ref. [10] 3.8.2節）。
今、単位ステップ関数 Θ(x)を、

Θ(x) =

⎧⎨
⎩
0 , for x ≤ 0

1 , for 0 ≤ x

−Θ(x) =

⎧⎨
⎩
0 , for x ≤ 0

−1 , for 0 ≤ x
(6-62)

と定義すれば、γ0 を中心に幅 Δγ で大きさ 1を持つ分
布は、

Θ

�
γ −

�
γ0 − Δγ

2

��
−Θ

�
γ −

�
γ0 +

Δγ

2

��

=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

0 , for γ ≤ γ0 − Δγ
2

1 , for γ0 − Δγ
2 ≤ γ ≤ γ0 +

Δγ
2

0 , for γ0 +
Δγ
2 ≤ γ

(6-63)

と書ける。この分布を γ に関して積分すれば Δγ とな
るため、電子の初期エネルギー分布関数は、

f0(γ) = n0

Θ
�
γ −

�
γ0 − Δγ

2

��
−Θ

�
γ −

�
γ0 +

Δγ
2

��

Δγ

(6-64)

と書ける。ここで、式 (6-60)を使って引数を η̂ に書き
かえれば、

f0(η̂) = n0

Θ
�
ργ0η̂ + Δγ

2

�
−Θ

�
ργ0η̂ − Δγ

2

�

Δγ

(6-65)

となる。
定義 (6-62)から明らかなように、単位ステップ関数の
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次に式 (6-69)を ẑで 2回微分する。

d2E⊥(ẑ)
dẑ2

= −ν̂eiẑν̂G(ẑ) + ieiẑν̂
dG(ẑ)

dẑ
(6-73)

これを変形して、式 (6-69)を使えば、

dG(ẑ)

dẑ

dG(ẑ)

dẑ
= −ν̂e−iẑν̂ dE⊥(ẑ)

dẑ
− ie−iẑν̂ d

2E⊥(ẑ)
dẑ2

(6-74)

と得られる。
よって、

d3E⊥(ẑ)
dẑ3

− 2iν̂
d2E⊥(ẑ)

dẑ2
−
�
ν̂2 − Δη̂2

4

�
dE⊥(ẑ)

dẑ
= iE⊥(ẑ)

(6-75)

と、光電場の複素振幅 E⊥(ẑ)に関する微分方程式が得
られる（Ref. [10]-式 (3-48)）。

6.8. FEL微分方程式の解

式 (6-75)の解は未知のパラメータ Λを用いて一般的に、

E⊥(ẑ) ∝ eΛ̂ẑ (6-76)

と仮定できる。式 (6-75)に代入すれば、

Λ̂3 − 2iν̂Λ̂2 −
�
ν̂2 − Δη̂2

4

�
Λ̂ = i (6-77)

と得られる（Ref. [10]-式 (3-49)）。今、Λ̂を、相対振動
数 ν̂の光が z方向へ進むときの波数と考えると、上式は
光の分散関係を表すことから、FEL分散関係式などと呼
ばれる。FEL分散関係式は式 (D-1)に示す 1変数 3次方
程式であるから、一般に式 (D-18)に示す 3つの解を持
つ。解を Λ̂1、Λ̂2、Λ̂3とおけば、1変数 3次方程式にお
ける解と係数の関係式 (D-19)から、

Λ̂1Λ̂2Λ̂3 = i

Λ̂1Λ̂2 + Λ̂2Λ̂3 + Λ̂3Λ̂1 = −ν̂2 +
Δη̂2

4

Λ̂1 + Λ̂2 + Λ̂3 = 2iν̂ (6-78)

と得られる（Ref. [10]-式 (3-50)）。
E⊥(ẑ)は、FEL分散関係式の解 Λ̂1、Λ̂2、Λ̂3を用いて、

E⊥(ẑ) =
3�

j=1

E⊥je
Λ̂j ẑ (6-79)

と表すことができる。ここで、E⊥j は E⊥(ẑ)の初期条
件によって決定される係数である。

様々な初期条件が考えられるが、もっとも一般的なも
のとして、以下の 3つの条件を初期条件にもつ場合につ
いて考える（Ref. [10] 3.9節）。

1) E⊥(0) = E0

2)
dE⊥(ẑ)

dẑ

����
ẑ=0

= 0

3)
d2E⊥(ẑ)

dẑ2

����
ẑ=0

= 0 (6-80)

条件 1)では、アンジュレータの入口 ẑ = 0において、
電場の複素振幅 E⊥(ẑ = 0)が E0 で、式 (6-60)第 3式
より、振動数が ω = ω1(1 + 2ρν̂)であるシード光が電
子ビームと同期して入射される。このとき、式 (6-79)で
ẑ = 0として、条件 1)を適用すれば、

E⊥1 + E⊥2 + E⊥3 = 0 (6-81)

となる。
条件 2)のE⊥(ẑ)の 1次微分が 0という式は、式 (6-34)

より、n1 = 0、すなわち電子ビームのマイクロバンチ成
分が 0であることを意味することがわかる。このとき、
式 (6-79)より、

Λ̂1E⊥1 + Λ̂2E⊥2 + Λ̂3E⊥3 = 0 (6-82)

となる。
条件 3)の E⊥(ẑ)の 2次微分が 0という式は、マイク

ロバンチ成分の微分（成長率）が 0であることを表して
おり、これは電子ビームにエネルギー変調が無いことを
意味する。このとき、式 (6-79)より、

Λ̂1
2
E⊥1 + Λ̂2

2
E⊥2 + Λ̂3

2
E⊥3 = 0 (6-83)

となる。
このように、初期条件 2)および 3)は、通常の（増幅
される光の波長スケールにおいていかなる変調も誘起さ
れていない）電子ビームによる FEL増幅を調べる上で
理にかなったものである。
上記の 3つの条件式は、以下のように行列を使って表

すことができる。

M

⎛
⎜⎝

E⊥1

E⊥2

E⊥3

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

E0

0

0

⎞
⎟⎠ (6-84)

ここで、行列M は、

M ≡

⎛
⎜⎝

1 1 1

Λ̂1 Λ̂2 Λ̂3

Λ̂2
1 Λ̂2

2 Λ̂2
3

⎞
⎟⎠ (6-85)
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と定義する。この行列を用いて、係数 E⊥1,2,3 は、

E⊥1 = (M−1)11E0

E⊥2 = (M−1)21E0

E⊥3 = (M−1)31E0 (6-86)

と計算できる。ここでM−1 は 3 × 3行列M の逆行列
であり、

|M |
=

(
Λ̂1 − Λ̂2

)(
Λ̂2 − Λ̂3

)(
Λ̂3 − Λ̂1

)
(6-87)

となるから、

(M−1)11 =
Λ̂2Λ̂3(

Λ̂1 − Λ̂2

)(
Λ̂1 − Λ̂3

)

(M−1)21 =
−Λ̂1Λ̂3(

Λ̂1 − Λ̂2

)(
Λ̂2 − Λ̂3

)

(M−1)31 =
Λ̂1Λ̂2(

Λ̂2 − Λ̂3

)(
Λ̂1 − Λ̂3

) (6-88)

となる。
ここで式 (6-78)の第 1、3式を使って変形すれば、

(M−1)11 =
1

1− 2i
(
Λ̂1 − iν̂

)
Λ̂2
1

(M−1)21 =
1

1− 2i
(
Λ̂2 − iν̂

)
Λ̂2
2

(M−1)31 =
1

1− 2i
(
Λ̂3 − iν̂

)
Λ̂2
3

(6-89)

と得られる。すなわち、

E⊥(ẑ) = E0

3∑
j=1

eΛ̂j ẑ

1− 2i
(
Λ̂j − iν̂

)
Λ̂2
j

(6-90)

と得られる（Ref. [10]-式 (3-51)）。これが、条件 1) ∼ 3)

を満たす FEL方程式の解である。

6.9. 増幅率の計算例

式 (6-90)の形から、光電場の複素振幅が初期振幅 E0か
ら ẑが増す（z方向へ伝播する）につれて指数関数的に
増加することがわかる。さらに、振幅の増幅率は FEL
分散関係式 (6-77)を解くことによって得られる。

FELの増幅過程を Ref. [10] 3.10節にしたがって、条
件「ν̂ = Δη̂ = 0」のもとで計算してみる。
条件「ν̂ = Δη̂ = 0」は、エネルギーが完全に一様な

電子ビームと波長 λ1を持つシード光がアンジュレータ

に入射された場合に相当する。このとき FEL分散関係
式 (6-77)は大幅に簡略化されて、

Λ̂3 = i (6-91)

となる。これは式 (D-15)と同形の方程式であり、その
解は、

Λ̂1 = −i

Λ̂2 =
−√

3 + i

2

Λ̂3 =

√
3 + i

2
(6-92)

となる。このとき、簡略化されたFEL分散関係式と ν̂ = 0

とから、

1− 2i
(
Λ̂j − iν̂

)
Λ̂2
j = 1− 2iΛ̂3

j

= 3 (6-93)

と得られるので、式 (6-90)にそれぞれ代入すれば、電場
の成長を記述する方程式は、

E⊥(ẑ)

=
E0

3

[
exp (−iẑ) + exp

(
−√

3 + i

2
ẑ

)

+ exp

(√
3 + i

2
ẑ

)]
(6-94)

と得られる（Ref. [10]-式 (3-52)）。
光のパワーは |E⊥(ẑ)|2に比例するので、これを |E0|2
で規格化したものを計算する。複素数と複素指数関数の
性質を使って、

∣∣∣∣
E⊥(ẑ)
E0

∣∣∣∣
2

=
1

9

[
3 + 2 exp

(
−
√
3

2
ẑ

)
+

{
exp

(
−√

3

2
ẑ

)}2

+ 2 exp

(√
3

2
ẑ

)
+

{
exp

(√
3

2
ẑ

)}2]
(6-95)

となる。これを ẑの関数としてプロットすれば、図 6-2
のようになる。
このように、レーザーパワーをアンジュレータ軸に

沿った座標 z の関数としてプロットしたグラフを FEL
におけるゲイン曲線という。

FELにおける光パワーは、増幅率が高い領域（高ゲイ
ン領域）、すなわち ẑが大きくなるにつれて指数関数的
に増大する関数となる。式 (6-94)から明らかなように、

次に式 (6-69)を ẑで 2回微分する。

d2E⊥(ẑ)
dẑ2

= −ν̂eiẑν̂G(ẑ) + ieiẑν̂
dG(ẑ)

dẑ
(6-73)

これを変形して、式 (6-69)を使えば、

dG(ẑ)

dẑ

dG(ẑ)

dẑ
= −ν̂e−iẑν̂ dE⊥(ẑ)

dẑ
− ie−iẑν̂ d

2E⊥(ẑ)
dẑ2

(6-74)

と得られる。
よって、

d3E⊥(ẑ)
dẑ3

− 2iν̂
d2E⊥(ẑ)

dẑ2
−

�
ν̂2 − Δη̂2

4

�
dE⊥(ẑ)

dẑ
= iE⊥(ẑ)

(6-75)

と、光電場の複素振幅 E⊥(ẑ)に関する微分方程式が得
られる（Ref. [10]-式 (3-48)）。

6.8. FEL微分方程式の解

式 (6-75)の解は未知のパラメータ Λを用いて一般的に、

E⊥(ẑ) ∝ eΛ̂ẑ (6-76)

と仮定できる。式 (6-75)に代入すれば、

Λ̂3 − 2iν̂Λ̂2 −
�
ν̂2 − Δη̂2

4

�
Λ̂ = i (6-77)

と得られる（Ref. [10]-式 (3-49)）。今、Λ̂を、相対振動
数 ν̂の光が z方向へ進むときの波数と考えると、上式は
光の分散関係を表すことから、FEL分散関係式などと呼
ばれる。FEL分散関係式は式 (D-1)に示す 1変数 3次方
程式であるから、一般に式 (D-18)に示す 3つの解を持
つ。解を Λ̂1、Λ̂2、Λ̂3とおけば、1変数 3次方程式にお
ける解と係数の関係式 (D-19)から、

Λ̂1Λ̂2Λ̂3 = i

Λ̂1Λ̂2 + Λ̂2Λ̂3 + Λ̂3Λ̂1 = −ν̂2 +
Δη̂2

4

Λ̂1 + Λ̂2 + Λ̂3 = 2iν̂ (6-78)

と得られる（Ref. [10]-式 (3-50)）。
E⊥(ẑ)は、FEL分散関係式の解 Λ̂1、Λ̂2、Λ̂3を用いて、

E⊥(ẑ) =
3�

j=1

E⊥je
Λ̂j ẑ (6-79)

と表すことができる。ここで、E⊥j は E⊥(ẑ)の初期条
件によって決定される係数である。

様々な初期条件が考えられるが、もっとも一般的なも
のとして、以下の 3つの条件を初期条件にもつ場合につ
いて考える（Ref. [10] 3.9節）。

1) E⊥(0) = E0

2)
dE⊥(ẑ)

dẑ

����
ẑ=0

= 0

3)
d2E⊥(ẑ)

dẑ2

����
ẑ=0

= 0 (6-80)

条件 1)では、アンジュレータの入口 ẑ = 0において、
電場の複素振幅 E⊥(ẑ = 0)が E0 で、式 (6-60)第 3式
より、振動数が ω = ω1(1 + 2ρν̂)であるシード光が電
子ビームと同期して入射される。このとき、式 (6-79)で
ẑ = 0として、条件 1)を適用すれば、

E⊥1 + E⊥2 + E⊥3 = 0 (6-81)

となる。
条件 2)のE⊥(ẑ)の 1次微分が 0という式は、式 (6-34)

より、n1 = 0、すなわち電子ビームのマイクロバンチ成
分が 0であることを意味することがわかる。このとき、
式 (6-79)より、

Λ̂1E⊥1 + Λ̂2E⊥2 + Λ̂3E⊥3 = 0 (6-82)

となる。
条件 3)の E⊥(ẑ)の 2次微分が 0という式は、マイク

ロバンチ成分の微分（成長率）が 0であることを表して
おり、これは電子ビームにエネルギー変調が無いことを
意味する。このとき、式 (6-79)より、

Λ̂1
2
E⊥1 + Λ̂2

2
E⊥2 + Λ̂3

2
E⊥3 = 0 (6-83)

となる。
このように、初期条件 2)および 3)は、通常の（増幅
される光の波長スケールにおいていかなる変調も誘起さ
れていない）電子ビームによる FEL増幅を調べる上で
理にかなったものである。
上記の 3つの条件式は、以下のように行列を使って表

すことができる。

M

⎛
⎜⎝

E⊥1

E⊥2

E⊥3

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

E0

0

0

⎞
⎟⎠ (6-84)

ここで、行列M は、

M ≡

⎛
⎜⎝

1 1 1

Λ̂1 Λ̂2 Λ̂3

Λ̂2
1 Λ̂2

2 Λ̂2
3

⎞
⎟⎠ (6-85)
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ẑ

FEL Power / Grain Curve
(1/9)(exp(0.5*sqrt(3)z))2

図 6-2. ν̂ = Δη̂ = 0のときのゲイン曲線（Ref. [10]-図 9
より）。

この増大に寄与する項は式 (6-94)の第 3項であって、実
効的な入力パワーはE2

0/9である。すなわち、シード光
のパワーのうちの 1/9のみが増幅に寄与する。これ以外
の第 1項は定常的な光の伝播を、第 2項は指数的な減衰
を表す。
高ゲイン領域、すなわち z方向に伝搬し、式 (6-94)の
第 3項が第 1項および第 2項に対して十分に大きくなっ
た領域では |E⊥(ẑ)/E0|2 の最終項が支配的となり、

∣∣∣∣
E⊥(ẑ)
E0

∣∣∣∣
2

HG

≈ 1

9

{
exp

(√
3

2
ẑ

)}2

(6-96)

と近似できる。このことは、図 6-2中で、ゲイン曲線が
この直線に漸近していく様子で理解することができる。
式 (6-60)を使って、|E⊥(ẑ)/E0|2HGの表式中の ẑを z
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と得られる（Ref. [10]-式 (3-53)）。ここで、Lgはゲイン
長と呼ばれる量で、光のパワーが e倍になるために必要
なアンジュレータ長を表す。

7. 多様な装置の開発と利用

これまで、放射光に関する物理の基礎に始まり、挿入
光源が持つ周期磁場における放射光特性について概説し
てきた。本章では、挿入光源の装置について概説する。

磁石の選定から始まる磁気回路設計、磁気回路が生じ
る磁気力の評価、磁気回路を精密に動かすための機械的
な機構、磁場分布の測定および調整手法、加速器への設
置と運用など広範かつ詳細な解説が Ref. [11]としてす
でにまとめられているので参照いただきたい。
ここで紹介する内容は、私の不勉強のために、これま

で広範に行われている、あるいは行われてきた挿入光源
開発のごくごく一部しかカバーできていない。加えて、
私個人の見解が多分に含まれていることを、どうかご容
赦いただきたい。
挿入光源を開発するにあたっては、ユーザーが展開す

るサイエンスを推進するために必要とされる光源指標を
実現することが重要である。しかし、これまでの概説で
触れてきたように、さまざまな光源指標が光源加速器で
生成可能な電子エネルギー、電子ビームの電流値、電子
バンチ電荷、電子バンチ長といった電子ビームパラメー
タと密接に関係しているため、それらを踏まえて各種の
設計案の中で実現可能な光源指標を提示しながらユー
ザーとの対話を行い、装置の設計を固めていく。
挿入光源には磁石列と呼ばれる周期磁場（単極のもの

もあるがここでは周期磁場と書く）を発生する磁気回路
が備わっている。
永久磁石のみを並べた磁石列を備えたものを Pure Per-

manent Magnet（PPM）型と呼ぶ。
永久磁石ベースのものには、磁石材質としてネオジム

（Nd）磁石が多く採用されているが、放射線耐性の高い
SmCo磁石、Nd磁石にジズプロシウム（Dy）を拡散し
たものなど多様な製品がある [39–41]。
　鉄やパーメンジュールなどの金属製の磁極を挟みこ

んで磁場強度を増した磁石列を備えたものをハイブリッ
ド（Hybrid）型 [42,43]と呼び、永久磁石を液体窒素温度
程度に冷却することで磁場強度（残留磁束密度）と放射線
耐性（保磁力）を向上した冷却型永久磁石型（Cryogenic
Parmanet Magnet, CPM）[44–46]などと呼ぶ。CPMUで
は、Nd磁石で発生するスピン転向転移（Spin Reorientation
Transition）と呼ばれる磁気的な不安定現象を避けるた
めに、プラセオジム（Pr）磁石が多く採用される。

PPM型磁石列では、より効率的に強い磁場を生成す
ることができるハルバッハ（Halbach）配列 [47]が採用
されることが多く、磁化ベクトルを 45度ずつ回転させ
た 4個の磁石で磁石列 1周期分を構成することが効率的
である [11]。直方体の磁石の面に並行あるいは垂直な磁
化ベクトルを有する磁石を使うことが多いが、放射線耐
性の向上など運用面での複数の利点が得られる、磁石の
面に斜めに磁化ベクトルを有する磁石を並べた磁石列を
有するアンジュレータも開発されている [48–50]。
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また、磁石列と電子ビームとの間に真空容器が無い、
すなわち、電子ビームと同じ真空空間に磁石列が配され
ているものは真空封止（in-vacuum, IV）型や Short Gap
型などと呼ばれる [51,52]。IV型挿入光源は、磁石列を
電子ビームにより近づけることができるため、周期の短
い（小さな体積の磁石から成る）磁石列でも十分な振幅
を持った周期磁場を生成できることが大きなメリットの
一つであり、NSLSでの SPring-8で開発された IVU（周
期長 11mm、ギャップ 3.3mm）の運用例 [53]や、東北
大の t-ACTSで運用された極短周期アンジュレータ（周
期長 4mm、ギャップ 1.5mm）[54]は興味深い。
永久磁石の代わりに常電導電磁石を用いた電磁石型が
ある。常電導コイルに加えて、さらに高い電流を流すこ
とが可能な超電導（Super conducting, SC）コイルを用い
た装置開発が近年精力的に進んでいる [55]。

SC型装置は、1979年にVEPP-3で運用開始されたウィ
グラー [56]をはじめ、世界各国で開発されている [57]。
SPring-8で開発された 10Tのウィグラー [58]や KEK
での Nb3Snを用いた 10Tのウィグラーの開発 [59]な
ど、小型リングでの高エネルギー光子生成や、大型リン
グで極短波長を得る目的などで開発されている。

SC型アンジュレータ（SCU）での短周期化を目指した
開発では、周期長が 8.8mm [60]や 3.8mm [61]といっ
た例がある。

European-XFEL では周期長 18mm、最大磁場振幅
1.82T（磁石列ギャップ 6.5mm、真空ギャップ 5mm）と、
K値が最大 3.06にも達する SCUが開発されている [62,
63]。SOLEILで開発されている2mPr2Fe14BCPMU（周
期長 18mm）では、磁石列ギャップ 5.5mmで K値は
1.93、FELを想定したギャップ 3mmで K値は 3.21と
なる [45]ことと比較すれば、CPMUに比する K値を目
指した SCUといえる。

2.5.節などで述べたように、電子ビームの軌道を制御す
ることで高輝度光の偏光を制御することができる。その
ために、対向する 2列の磁石列だけではなく、4列の永久
磁石型磁石列を用いたApple-II [64]やApple-X [65]、6列
の磁石列を用いた Figure-8 [66]、電磁石型のEPU [67,68]
など複数の磁石列を配置した装置が開発されている。
また、SPring-8の BL24XUでは真空封止型の Figure-

8 [69]が運用されており、真空封止型の Apple-IIも開発
されている [70, 71]。

SC型でもヘリカルアンジュレータ開発が行われてお
り [55]、Hybrid planar-tilted 型 [72]、Double-herical 型
Apple/Delta型 [73–75]、Double-planar型 [76]と多くの
提案がある。
さらに、永久磁石と電磁石を合わせたものも開発され

ている [77]。
放射光リングに設置された多くのビームラインでは単

一のアンジュレータから得られる光が実験装置に導入さ
れて使用されているが、直列（タンデム）に設置した複
数のアンジュレータからの光を使う例もある。

2台のプラナーアンジュレータを使って偏光制御を行
う Crossed-Undulator [78, 79]や Crossed-Undulatorを高
速偏光切り換えとして利用する方式 [80]などが提案され
た。その後、2台の大気型ヘリカルアンジュレータ [81]
から 2台の真空封止型ヘリカルアンジュレータ [82]へ
と改造された SPring-8のBL23SUや、2台のApple-II型
アンジュレータを配置した PFリングの BL16 [83]など
が建設されている。
また、シンクロトロンで、複数の直線部で生成した光

を一つのビームラインで利用している例もある [84]。
また、磁場分布を単調な周期で構成せず、周期長を少

しづつ変えたり、磁石の強度を不均一にした磁石列をそ
なえたQuasi Periodic Undulator（QPU）も開発されてい
る [85–87]。高次成分を抑制したりするなど、放射スペ
クトル特性を制御している。
挿入光源磁場分布周期を可変する機構を備えた装置開

発も行われてきている [88–91]。
挿入光源の持つ磁石列間には巨大な磁気力が発生す

るため、磁石列を精密に保持するために重厚な梁や柱を
使った架台が使われる。そのため、架台全体の重量は重
く、製造コストも増す。これらを抑制するために、磁気
力を相殺する機構を備えた挿入光源も開発されていて、
バネ [92, 93]や磁石 [94]を使ったものがある。
装置開発と言って良いのか見方が分かれるとは思わ

れるが、光共振器型 FEL [95]やレーザースライシング
[96, 97]など、挿入光源にレーザー光を組み合わせるこ
とで、挿入光源単独では生成しえない光源が得られる。
また、コヒーレントシンクロトロン光源といった共通点
では、アト秒領域の超短パルス FELの開発 [98]も近年
活発に進められていていずれも興味深い。

PETRA-III [99]や NSLS-II [100]などの新しいリング
でも利用されているDamping Wigglerは、電子ビームの
低エミッタンス化を図る目的で運用されているウィグ
ラーで、開発中の電子蓄積リングである PAL-4GSRでも
利用検討がなされている [101]。FELなどのように電子
ビームに作用を与えることを主目的に運用されており、
光源装置にとどまらない利用方法と言える。
最後に、既存の磁気回路の範疇に収まらない開発例を

挙げて本講義を締めくくりたい。自分のこれまでの研究
に関連のあるキーワードが目に止まったもので、ここで
挙げた例以外にももちろん膨大な新奇開発例があること

 0.1

 1

 10

 100

 1000

 0  1  2  3  4  5

|E
⊥
/E
0|2

ẑ
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と近似できる。このことは、図 6-2中で、ゲイン曲線が
この直線に漸近していく様子で理解することができる。
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と得られる（Ref. [10]-式 (3-53)）。ここで、Lgはゲイン
長と呼ばれる量で、光のパワーが e倍になるために必要
なアンジュレータ長を表す。

7. 多様な装置の開発と利用

これまで、放射光に関する物理の基礎に始まり、挿入
光源が持つ周期磁場における放射光特性について概説し
てきた。本章では、挿入光源の装置について概説する。

磁石の選定から始まる磁気回路設計、磁気回路が生じ
る磁気力の評価、磁気回路を精密に動かすための機械的
な機構、磁場分布の測定および調整手法、加速器への設
置と運用など広範かつ詳細な解説が Ref. [11]としてす
でにまとめられているので参照いただきたい。
ここで紹介する内容は、私の不勉強のために、これま

で広範に行われている、あるいは行われてきた挿入光源
開発のごくごく一部しかカバーできていない。加えて、
私個人の見解が多分に含まれていることを、どうかご容
赦いただきたい。
挿入光源を開発するにあたっては、ユーザーが展開す

るサイエンスを推進するために必要とされる光源指標を
実現することが重要である。しかし、これまでの概説で
触れてきたように、さまざまな光源指標が光源加速器で
生成可能な電子エネルギー、電子ビームの電流値、電子
バンチ電荷、電子バンチ長といった電子ビームパラメー
タと密接に関係しているため、それらを踏まえて各種の
設計案の中で実現可能な光源指標を提示しながらユー
ザーとの対話を行い、装置の設計を固めていく。
挿入光源には磁石列と呼ばれる周期磁場（単極のもの

もあるがここでは周期磁場と書く）を発生する磁気回路
が備わっている。
永久磁石のみを並べた磁石列を備えたものを Pure Per-

manent Magnet（PPM）型と呼ぶ。
永久磁石ベースのものには、磁石材質としてネオジム

（Nd）磁石が多く採用されているが、放射線耐性の高い
SmCo磁石、Nd磁石にジズプロシウム（Dy）を拡散し
たものなど多様な製品がある [39–41]。
　鉄やパーメンジュールなどの金属製の磁極を挟みこ

んで磁場強度を増した磁石列を備えたものをハイブリッ
ド（Hybrid）型 [42,43]と呼び、永久磁石を液体窒素温度
程度に冷却することで磁場強度（残留磁束密度）と放射線
耐性（保磁力）を向上した冷却型永久磁石型（Cryogenic
Parmanet Magnet, CPM）[44–46]などと呼ぶ。CPMUで
は、Nd磁石で発生するスピン転向転移（Spin Reorientation
Transition）と呼ばれる磁気的な不安定現象を避けるた
めに、プラセオジム（Pr）磁石が多く採用される。

PPM型磁石列では、より効率的に強い磁場を生成す
ることができるハルバッハ（Halbach）配列 [47]が採用
されることが多く、磁化ベクトルを 45度ずつ回転させ
た 4個の磁石で磁石列 1周期分を構成することが効率的
である [11]。直方体の磁石の面に並行あるいは垂直な磁
化ベクトルを有する磁石を使うことが多いが、放射線耐
性の向上など運用面での複数の利点が得られる、磁石の
面に斜めに磁化ベクトルを有する磁石を並べた磁石列を
有するアンジュレータも開発されている [48–50]。
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を断らせていただく。
私自身、学生時代にその分野に身を置いて研究のいろ
はを学ばせていただいたプラズマ波をアンジュレータと
して利用する Plasma (wave) undulator [102, 103]には大
きな関心を寄せている。そして、これもまた学生時代に
参加した Inverse Smtih-Purcellの実験を思い起こされる
Smith-Purcell FEL [104]、そして、恩師の研究テーマに
近い Dielectric-grating-waveguide FEL [105]など、新し
いアイディアが続々と提案されており、今後の展開が期
待される。

Appendix A. ガンマ関数

Ref. [20]の 7章にしたがってガンマ関数を導入する。

A.1. ガンマ関数

Ref. [20]の 7.1節にならってガンマ関数を導入する。ガ
ンマ関数の定義のしかたはいくつかあるが、積分によ
って、

Γ(x) =

∫ ∞

0

e−ttx−1dt (A-1)

と定義できる。右辺は実数 tに関する 0から∞までの積
分である。この積分が下限で収束するためには、x > 0

が必要である。あるいは xとして複素数を許せば、xの
実部が正である、

Rex > 0 (A-2)

という条件が課される。xの虚部は収束に関係ない。す
なわち、式 (A-1)による Γ(x)の定義域は、複素 x平面
の右半分である（虚軸を含まない）。
この定義から、ガンマ関数に関するいくつかの性質が
導き出される。まず、部分積分によって、

Γ(x+ 1) = xΓ(x) (A-3)

という漸化式が得られる。なお、上式の変形において、
定積分部分は条件 (A-2)により 0である。これはガンマ
関数のもっとも基本的な性質である。また、x = 1のと
き、式 (A-1)より、

Γ(1) = 1 (A-4)

であることがわかる。これを式 (A-3)と組み合わせれば、
正の整数 nに対して、

Γ(n+ 1) = n! (A-5)

となる。ガンマ関数は階乗 n!を複素数へ拡張したもの
であることがわかる。ただし、右辺と左辺で nが 1だ
けずれていることは注意を要する。
また、x = 1/2のときには、式 (A-3)の右辺第 2式の

第 1項が消えることに気をつけて第 2および第 3式を使
えば（あるいは左辺と右辺第 1式に x = x− 1を代入す
れば）、

Γ

(
1

2

)
=

√
π (A-6)

となる（Ref. [20] の式 (7.5)）。なお、u =
√
t（du =

(1/2)t−1/2dt）と置換すればガウス積分の形になって、
ガウス関数が偶関数であることに注意して積分範囲に合
わせて 1/2を掛ける。
ここまでの話では、引数 xが複素平面の右半分に限定

されている。それは、Γ(x)を積分の形 (A-1)で定義した
からである。しかし、漸化式 (A-3)を利用して、

Γ(x) =
Γ(x+ 1)

x
(A-7)

とすれば、定義域を拡大できる。このような定義域の拡
大を一般に解析接続という。式 (A-7)によって定義域を
左側へ拡大すれば、ついには複素 x平面全体（ただし特
異点を除く）で Γ(s)が定義される。
式 (A-7)で xを 0に近づければ、式 (A-4)より、

Γ(x)|x→0 =
1

x
(A-8)

であることがわかる。すなわち、Γ(x)は原点に極を持
つ。式 (A-7)によって左半面へ定義域を拡大していけば、
xが負の整数のところにも極が現れる。一般に x = −n

の付近で、

Γ(x)|x∼−n ∼ (−1)n

n!

1

x+ n
(A-9)

となっている。
式 (A-1)を使って x > 0の領域を数値計算し、さら

に、式 (A-7)を使って x > 0の領域の数値を x < 0の領
域へ解析接続した結果を図 A-1に示す。

A.2. 漸近展開、スターリングの式、鞍点法

Ref. [20]の 7.5節にならって漸近展開についてとりあげ
る。漸近展開とは、一般に十分大きな引き数に対して成
り立つ近似式を意味する。ここでは十分大きな実数 xに
ついて成り立つ Γ(x)の近似式を求める。ここで採用す
る方法は一般に鞍点法とよばれ、ガンマ関数に限らず大
きな引き数に対して近似式を求める際に広く用いられる
便利なものである。

８－ 46



-10

-5

 0

 5

 10

-4 -2  0  2  4

Γ(
x)

x

図 A-1. Γ(x)のプロット。（ [20]の図 7-1より）

ガンマ関数の定義 (A-1)で、x → x+ 1として、

Γ(x+ 1) =

∫ ∞

0

e−ttxdt (A-10)

という積分（Ref. [20]の式 (7.30)）を考える。ここで被
積分関数を書き換えて、

Γ(x+ 1) =

∫ ∞

0

e−f(t)dt

where f(t) ≡ t− x log t (A-11)

とする（Ref. [20]の式 (7.31,32)）。そして、f(t)がどん
な関数であるかを調べる。
f(t)の導関数は、

f �(t) = 1− x

t

f ��(t) =
x

t2
(A-12)

であるから、f(t)は t = xに最小値を持つ下に凸の関
数である。図 A-2に、x = 100とした場合をプロット
した。
最小値 f(t = x)のまわりでテイラー展開すれば、

f(t) = f(x) +
1

2x
(t− x)2 − 1

3x2
(t− x)3 + ...

(A-13)

となる（Ref. [20] の式 (7.33)）。被積分関数 e−f(t) は、
t = xの前後の幅

√
x程度の区間だけで大きな値を持ち、

それ以外では小さい（図A-2）。積分に効くのは、xの付
近の tだけである。そして、xが大きければ、このよう
な区間内で式 (A-13)の 3次以上の項を無視できる。な
ぜなら、

|t− x| ∼ √
x (A-14)

図 A-2. 被積分関数および 1次の項との差。（ [20]の図
7-3より）

とおくと、2次の項の大きさが、
1

2x
(t− x)2 ∼ 1 (A-15)

となるのに比べて、3次の項の大きさは、
1

3x2
(t− x)3 ∼ 1√

x
� 1 (A-16)

となるからである（xは十分に大きな実数）。その結果、

Γ(x+ 1) ∼ e−f(x)

∫ ∞

−∞
e−

(t−x)2

2x dt (A-17)

と近似できる（Ref. [20]の式 (7.34)）。右辺の積分で積
分範囲の下限を 0から −∞に変更したが、それにとも
なう誤差は、図 A-2から明らかなように xが大きけれ
ば無視できる。
式 (A-17)を計算して、

Γ(x+ 1) ∼
√
2πxxxe−x (A-18)

と得られる（Ref. [20]の式 (7.35)）。これをスターリン
グの公式という。さらに良い近似式が欲しければ、式
(A-13)の展開で 3次以上の項も取り入れればよい。途
中を省略して、結果は、

Γ(x+ 1) ∼
√
2πxxxe−x

{
1 +

1

12x
+

1

288x2
...

}

(A-19)

である（Ref. [20]の式 (7.36)）。

A.3. 無限累積表示とガンマ関数の計算法

Ref. [20]の 7.6節にならってガンマ関数の累積表示をと
りあげ、これがガンマ関数の数値計算に利用されること
を示す。

を断らせていただく。
私自身、学生時代にその分野に身を置いて研究のいろ

はを学ばせていただいたプラズマ波をアンジュレータと
して利用する Plasma (wave) undulator [102, 103]には大
きな関心を寄せている。そして、これもまた学生時代に
参加した Inverse Smtih-Purcellの実験を思い起こされる
Smith-Purcell FEL [104]、そして、恩師の研究テーマに
近い Dielectric-grating-waveguide FEL [105]など、新し
いアイディアが続々と提案されており、今後の展開が期
待される。

Appendix A. ガンマ関数

Ref. [20]の 7章にしたがってガンマ関数を導入する。

A.1. ガンマ関数

Ref. [20]の 7.1節にならってガンマ関数を導入する。ガ
ンマ関数の定義のしかたはいくつかあるが、積分によ
って、

Γ(x) =

∫ ∞

0

e−ttx−1dt (A-1)

と定義できる。右辺は実数 tに関する 0から∞までの積
分である。この積分が下限で収束するためには、x > 0

が必要である。あるいは xとして複素数を許せば、xの
実部が正である、

Rex > 0 (A-2)

という条件が課される。xの虚部は収束に関係ない。す
なわち、式 (A-1)による Γ(x)の定義域は、複素 x平面
の右半分である（虚軸を含まない）。
この定義から、ガンマ関数に関するいくつかの性質が

導き出される。まず、部分積分によって、

Γ(x+ 1) = xΓ(x) (A-3)

という漸化式が得られる。なお、上式の変形において、
定積分部分は条件 (A-2)により 0である。これはガンマ
関数のもっとも基本的な性質である。また、x = 1のと
き、式 (A-1)より、

Γ(1) = 1 (A-4)

であることがわかる。これを式 (A-3)と組み合わせれば、
正の整数 nに対して、

Γ(n+ 1) = n! (A-5)

となる。ガンマ関数は階乗 n!を複素数へ拡張したもの
であることがわかる。ただし、右辺と左辺で nが 1だ
けずれていることは注意を要する。
また、x = 1/2のときには、式 (A-3)の右辺第 2式の

第 1項が消えることに気をつけて第 2および第 3式を使
えば（あるいは左辺と右辺第 1式に x = x− 1を代入す
れば）、

Γ

(
1

2

)
=

√
π (A-6)

となる（Ref. [20] の式 (7.5)）。なお、u =
√
t（du =

(1/2)t−1/2dt）と置換すればガウス積分の形になって、
ガウス関数が偶関数であることに注意して積分範囲に合
わせて 1/2を掛ける。
ここまでの話では、引数 xが複素平面の右半分に限定

されている。それは、Γ(x)を積分の形 (A-1)で定義した
からである。しかし、漸化式 (A-3)を利用して、

Γ(x) =
Γ(x+ 1)

x
(A-7)

とすれば、定義域を拡大できる。このような定義域の拡
大を一般に解析接続という。式 (A-7)によって定義域を
左側へ拡大すれば、ついには複素 x平面全体（ただし特
異点を除く）で Γ(s)が定義される。
式 (A-7)で xを 0に近づければ、式 (A-4)より、

Γ(x)|x→0 =
1

x
(A-8)

であることがわかる。すなわち、Γ(x)は原点に極を持
つ。式 (A-7)によって左半面へ定義域を拡大していけば、
xが負の整数のところにも極が現れる。一般に x = −n

の付近で、

Γ(x)|x∼−n ∼ (−1)n

n!

1

x+ n
(A-9)

となっている。
式 (A-1)を使って x > 0の領域を数値計算し、さら

に、式 (A-7)を使って x > 0の領域の数値を x < 0の領
域へ解析接続した結果を図 A-1に示す。

A.2. 漸近展開、スターリングの式、鞍点法

Ref. [20]の 7.5節にならって漸近展開についてとりあげ
る。漸近展開とは、一般に十分大きな引き数に対して成
り立つ近似式を意味する。ここでは十分大きな実数 xに
ついて成り立つ Γ(x)の近似式を求める。ここで採用す
る方法は一般に鞍点法とよばれ、ガンマ関数に限らず大
きな引き数に対して近似式を求める際に広く用いられる
便利なものである。
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はじめに、ガンマ関数についてこれまでに明らかになっ
た性質を念のため確認しておく。まず、引数xが正の整数
のときには、式 (A-5)が成り立つ。また、x = 0,−1,−2, ...

では、式 (A-9)が成り立つ。そして、x → ∞では、漸
近展開 (A-19)が成り立つ。
以上の性質から、Γ(x)を複素数 xの解析関数と見て、

その形を、

Γ(x+ 1) = lim
n→∞

n!nx

(x+ 1)(x+ 2)...(x+ n)
(A-20)

と表すことができる（Ref. [20]の式 (7.37)）。実際、こ
の式で x = 0とおけば、

Γ(1) = lim
n→∞

n!

n!
= 1 (A-21)

となることが容易に確かめられる。また、式 (A-20)よ
り、

Γ(x) =
1

x
Γ(x+ 1) (A-22)

となるから、式 (A-3) も成り立つ。また、上式と式
(A-21)を使って、

(x+ n)Γ(x) =
(−1)n

n!
(A-23)

と、式 (A-9)が成り立つことも確かめられる。これらの
確認ができたことから、式 (A-20)が式 (A-1)に一致する
ことが保証される。式 (A-20)の無限累積はガウスによ
る。この無限累積は、初めから複素 x平面全体で定義さ
れており、式 (A-1)よりも定義域が広い。
式 (A-20)の逆数をとれば、

1

Γ(x+ 1)
= lim

n→∞(1 + x)(1 +
x

2
)...(1 +

x

n
)n−x

(A-24)

ここで、

log n = 1 +
1

2
+

1

3
+ ...+

1

n
− γn

とおけば、n → ∞で γn → γEとなる。また、対数の性
質を使って、

n−x = eγnx
n∏

p=1

e−x/p

となるので、これを式 (A-24)に代入すれば、ワイヤシュ
トラスの無限累積、

1

Γ(x)
= eγEx

∞∏
p=1

{(
1 +

x

p

)
e−x/p

}
(A-25)

が得られる（Ref. [20]の式 (7.38)）。ただし、γE はオイ
ラーの定数、

γE = lim
n→∞

(
1 +

1

2
+

1

3
+ ...+

1

n
− log n

)

= 0.5772156649... (A-26)

である（Ref. [20]の式 (7.39)）。
ワイヤシュトラスの無限累積 (A-25)は、小さな xに
対して Γ(x + 1)の数値を求めるのに使われる。実際に
は対数をとる方がわかりやすく、

log Γ(x+ 1) = −γEx+
∞∑
p=1

{
x

p
− log

(
1 +

x

p

)}

(A-27)

となる（Ref. [20]の式 (7.40)）。
ここで、f(x) = log (1 + x)を xについてベキ級数展
開（x = 0のまわりで xについてテイラー展開）すれば、

fn(0) = (−1)n−1(n− 1)! (A-28)

となるから、f(x/p) = log {1 + (x/p)}を xについてベ
キ級数展開すれば、

log

(
1 +

x

p

)

=
x

p
− 1

2!

(
x

p

)2

+
2!

3!

(
x

p

)3

− ... (A-29)

となり、
∞∑
p=1

{
x

p
− log

(
1 +

x

p

)}

=

∞∑
p=1

[ ∞∑
n=2

(−1)n

n!

(
x

p

)n
]

(A-30)

である。よって、式 (A-27)は、

log Γ(x+ 1) = −γEx+

∞∑
n=2

ζ(n)

n!
(−x)n (A-31)

と得られる（Ref. [20]の式 (7.41)）。ただし、

ζ(n) ≡
∞∑
p=1

1

pn
(A-32)

はリーマンのツェータ関数である。

A.4. ディガンマ関数

Ref. [20]の 7.7節に示されているように、ガンマ関数の対
数微分をψ(x)と書いてディガンマ関数と呼ぶ（Ref. [20]
の式 (7.43)）。

ψ(x) =
d

dx
log Γ(x) =

Γ�(x)
Γ(x)

(A-33)
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図 A-3. ψ(x)のプロット。

図A-3に図A-1と同様に計算したディガンマ関数 (A-
33)のプロット結果を示す。
ディガンマ関数は、ガンマ関数に比べて使われるこ
とは少ないが、ある種の特殊関数（たとえばベッセル関
数）の定義に補助的に使われる。ディガンマ関数の導関
数 ψ�(x)をトリガンマ関数という。そして、これらの関
数をポリガンマ関数と総称する。
ポリガンマ関数の性質は、すべてガンマ関数の性質か
ら派生する。たとえば、漸化式 (A-3)からは、

ψ(x+ 1) = ψ(x) +
1

x
(A-34)

が得られる（Ref. [20]の式 (7.44)）。ディガンマ関数は整
数の引数に対して使われることが多い。x = 1のとき、

ψ(1) = −γE (A-35)

である（Ref. [20]の式 (7.45)）。ただし、γEは式 (A-26)で
表されるオイラーの定数である（Ref. [20]の式 (7.39)）。
これは、式 (A-31)の両辺を微分して x = 0とおいて得
られる。また、式 (A-34)と式 (A-35)から、

ψ(n+ 1) = 1 +
1

2
+

1

3
+ ...+

1

n
− γE (A-36)

となる（Ref. [20]の式 (7.46)）。

Appendix B. ベッセル関数

Ref. [20]の 8章にしたがってベッセル関数を導入する。

B.1. 整数次のベッセル関数

Ref. [20]の 8.1節にならって整数次のベッセル関数を導
入する。ベッセル関数の母関数は、

g(t, x) ≡ exp

{
x

2

(
t− 1

t

)}
=

∞∑
n=−∞

Jn(x)t
n

(B-1)

である。指数関数を tのベキ級数に展開したときの展開
係数として n次ベッセル関数 Jn(x)を定義している。な
お、正のベキだけではなく負のベキも含まれている。
式 (B-1) の定義から、Jn(x) の具体的な形を求める。

それには、母関数を xと tの両方について展開する。母
関数を、

g(t, x) = exp

(
xt

2

)
exp

(
− x

2t

)
(B-2)

と変形して、2つの指数関数をベキ級数に展開する。な
お、以下の計算では階乗記号と 2重和が現れるが、和の
上限と下限を書かない。その代わりに、

1

−1!
=

1

−2!
= ... = 0 (B-3)

とする。指数関数を展開した結果は、

g(t, x) =
∑
p

∑
s

(−1)s

p!s!

(x
2

)p+s

tp−s (B-4)

となる。これを式 (B-1)と比較できるようにするために、

p− s = n (B-5)

とおいて、pについての和を nについての和で置き換え
る。すると、

g(t, x) =

∞∑
n=−∞

{∑
s

(−1)s

s!(s+ n)!

(x
2

)n+2s
}
tn

(B-6)

となって、

Jn(x) =
∞∑
s=0

(−1)s

s!(s+ n)!

(x
2

)n+2s

(B-7)

が得られる。これがベッセル関数のあらわな表式であ
る。なお、n < 0 の場合には式 (B-3) にしたがって、
s = 0, 1, 2, ..., |n| − 1までの項が 0であり、s = |n|が初
項となる。そこで、

s = r + |n| (B-8)

はじめに、ガンマ関数についてこれまでに明らかになっ
た性質を念のため確認しておく。まず、引数xが正の整数
のときには、式 (A-5)が成り立つ。また、x = 0,−1,−2, ...

では、式 (A-9)が成り立つ。そして、x → ∞では、漸
近展開 (A-19)が成り立つ。
以上の性質から、Γ(x)を複素数 xの解析関数と見て、

その形を、

Γ(x+ 1) = lim
n→∞

n!nx

(x+ 1)(x+ 2)...(x+ n)
(A-20)

と表すことができる（Ref. [20]の式 (7.37)）。実際、こ
の式で x = 0とおけば、

Γ(1) = lim
n→∞

n!

n!
= 1 (A-21)

となることが容易に確かめられる。また、式 (A-20)よ
り、

Γ(x) =
1

x
Γ(x+ 1) (A-22)

となるから、式 (A-3) も成り立つ。また、上式と式
(A-21)を使って、

(x+ n)Γ(x) =
(−1)n

n!
(A-23)

と、式 (A-9)が成り立つことも確かめられる。これらの
確認ができたことから、式 (A-20)が式 (A-1)に一致する
ことが保証される。式 (A-20)の無限累積はガウスによ
る。この無限累積は、初めから複素 x平面全体で定義さ
れており、式 (A-1)よりも定義域が広い。
式 (A-20)の逆数をとれば、

1

Γ(x+ 1)
= lim

n→∞(1 + x)(1 +
x

2
)...(1 +

x

n
)n−x

(A-24)

ここで、

log n = 1 +
1

2
+

1

3
+ ...+

1

n
− γn

とおけば、n → ∞で γn → γEとなる。また、対数の性
質を使って、

n−x = eγnx
n∏

p=1

e−x/p

となるので、これを式 (A-24)に代入すれば、ワイヤシュ
トラスの無限累積、

1

Γ(x)
= eγEx

∞∏
p=1

{(
1 +

x

p

)
e−x/p

}
(A-25)

が得られる（Ref. [20]の式 (7.38)）。ただし、γE はオイ
ラーの定数、

γE = lim
n→∞

(
1 +

1

2
+

1

3
+ ...+

1

n
− log n

)

= 0.5772156649... (A-26)

である（Ref. [20]の式 (7.39)）。
ワイヤシュトラスの無限累積 (A-25)は、小さな xに
対して Γ(x + 1)の数値を求めるのに使われる。実際に
は対数をとる方がわかりやすく、

log Γ(x+ 1) = −γEx+
∞∑
p=1

{
x

p
− log

(
1 +

x

p

)}

(A-27)

となる（Ref. [20]の式 (7.40)）。
ここで、f(x) = log (1 + x)を xについてベキ級数展
開（x = 0のまわりで xについてテイラー展開）すれば、

fn(0) = (−1)n−1(n− 1)! (A-28)

となるから、f(x/p) = log {1 + (x/p)}を xについてベ
キ級数展開すれば、

log

(
1 +

x

p

)

=
x

p
− 1

2!

(
x

p

)2

+
2!

3!

(
x

p

)3

− ... (A-29)

となり、
∞∑
p=1

{
x

p
− log

(
1 +

x

p

)}

=

∞∑
p=1

[ ∞∑
n=2

(−1)n

n!

(
x

p

)n
]

(A-30)

である。よって、式 (A-27)は、

log Γ(x+ 1) = −γEx+

∞∑
n=2

ζ(n)

n!
(−x)n (A-31)

と得られる（Ref. [20]の式 (7.41)）。ただし、

ζ(n) ≡
∞∑
p=1

1

pn
(A-32)

はリーマンのツェータ関数である。

A.4. ディガンマ関数

Ref. [20]の 7.7節に示されているように、ガンマ関数の対
数微分をψ(x)と書いてディガンマ関数と呼ぶ（Ref. [20]
の式 (7.43)）。

ψ(x) =
d

dx
log Γ(x) =

Γ�(x)
Γ(x)

(A-33)
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とすれば、

J−n(x) = (−1)nJn(x) (B-9)

という性質がある。
次に、Ref. [30]にならって、式 (B-1)の両辺を tで微
分すれば、

∞∑
n=−∞

Jn(x)nt
n−1

=
∞∑

n=−∞

x

2
Jn(x)t

n +
∞∑

n=−∞

x

2
Jn(x)t

n−2 (B-10)

よって、
∞∑

n=−∞
Jn+1(x)(n+ 1)tn

=
∞∑

n=−∞

x

2
Jn(x)t

n +
∞∑

n=−∞

x

2
Jn+2(x)t

n (B-11)

とできる。すなわち、

(n+ 1)Jn+1(x) =
x

2
{Jn(x) + Jn+2(x)} (B-12)

と得られる。さらに n → n− 1とシフトすれば、
2n

x
Jn(x) = Jn−1(x) + Jn+1(x) (B-13)

と、n次、(n+1)次、(n+2)次ベッセル関数の間の関係式
が得られる（Ref. [3](5.14)の第 2式）。
さらに、Ref. [30]にならって式 (B-1)の両辺を xで微
分する。このとき、ベッセル関数の xに関する微分を
J �(x)と書けば、

∞∑
n=−∞

J �
n(x)t

n

=

∞∑
n=−∞

1

2
Jn(x)t

n+1 −
∞∑

n=−∞

1

2
Jn(x)t

n−1 (B-14)

よって、ベッセル関数の xに関する一次導関数は、

J �
n(x) =

1

2
{Jn−1(x)− Jn+1(x)} (B-15)

という関係式で表される。

B.2. ベッセル関数の積分表示

Ref. [20]の 8.1節例題にならってベッセル関数の積分表
示を導出する。母関数 (B-1)で t = eiθ とおけば、ド・
モアブルの公式 (C-3)を使って、

∞∑
n=−∞

Jn(x)e
inθ = exp(ix sin θ) (B-16)

が得られる。この両辺に e−inθを掛けて、θについて−π

から πまで積分すると、左辺は同様に 2πJn(x)となり、

2πJn(x) =

∫ π

−π

eix sin θe−inθdθ

(B-17)

と、Ref. [20]に示されている、ベッセル関数の積分表示
の表式が得られる。なお、母関数 (B-1)で t = e−iθとお
けば、

∞∑
n=−∞

Jn(x)e
−inθ = exp(−ix sin θ) (B-18)

となり、この両辺に einθ を掛けて、θについて−πから
πまで積分すると、左辺は 2πJn(x)となり、

Jn(x) =
1

2π

∫ π

−π

exp{i(nθ − x sin θ)}dθ (B-19)

と、Ref. [30] の付録 I の式 (33) として示されている、
ベッセル関数の積分表示の表式が得られる。ここで、式
(B-17)オイラーの公式を使って実部と虚部に分ければ、

2πJn(x)

=

∫ π

−π

cos(x sin θ − nθ) + i sin(x sin θ − nθ)dθ

(B-20)

と書ける。ここで、sin(x sin θ − nθ)は θの奇関数であ
るから、積分すると消える。したがって、

Jn(x) =
1

2π

∫ π

−π

cos(x sin θ − nθ)dθ (B-21)

と、Ref. [20]の 8.1節例題に示されている、ベッセル関
数の積分表示の表式が得られる。
以下の積分にド・モアブルの公式 (C-3)を用いれば、

1

2π

∫ π

−π

cos(nθ − x sin θ)dθ

=
1

4π

[∫ π

−π

ei(nθ−x sin θ)dθ +

∫ π

−π

e−i(nθ−x sin θ)dθ

]

(B-22)

となる。角括弧内の第 1項は式 (B-19)を用いて Jn(x)で
かける。第 2項は −θ → tと置き換えれば（dθ = −dt、
−π ≤ θ ≤ π → π ≤ t ≤ −π）、

Jn(x) =
1

2π

∫ π

−π

cos(nθ − x sin θ)dθ (B-23)

と得られる（Ref. [30]の付録 II）。
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B.3. 偏向部の放射スペクトル表式のために

ここで、Ref. [30]の付録 Iにならって偏向部の放射スペ
クトル表式の導出過程で必要となる表式を導出してお
く。式 (C-3)および式 (B-19)、式 (B-13)を使って、

Xn(θ, x) =
n

x
Jn(x)

(B-24)

と得られる。また、同様にして式 (C-3)および式 (B-19)、
式 (B-15)を使って、

Yn(θ, x) = iJ �
n(x)

(B-25)

と得られる。

B.4. 一般の次数のベッセル関数

Ref. [20]の 8.2節にならって一般の次数のベッセル関数
を導入する。前節 B.1. で定義したベッセル関数 Jn(x)

は、その次数を整数 nから一般の次数（あるいは複素
数）νへと拡張できる。それには、式 (B-7)で n → νと
おきかえればよい。このとき階乗の記号は式 (A-1)で表
されるガンマ関数へと拡張される。したがって、

n → ν

(s+ n)! → Γ(s+ ν + 1) (B-26)

とおいて、

Jν(x) =
∞∑
s=0

(−1)s

s!Γ(s+ ν + 1)

(x
2

)ν+2s

(B-27)

と得られる。これがベッセル関数の基本的な定義であ
る。次数が整数ではないから、母関数はもはや無い。図
B-1に次数 ν = 0, 1, 2, 10とした場合の Jn(x)の各曲線
をプロットした。
図から、次数が増すと立ち上がりが遅くなることがわか

る。振幅は 1/
√
xに比例して小さくなる。また、J0(0) =

1、Jn≥0(0) = 0（nは正の整数）であることも明らかで
ある。
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図 B-1. 次数を ν = 0, 1, 2, 10の整数に選んだ場合のベッ
セル関数 Jn(x)をそれぞれプロットした。（Ref. [20]の
図 8-1より）

B.5. ベッセル関数の漸化式とベッセル微分方程式

さて、式 (B-27)より、

Jν−1(x) + Jν+1(x)

=
(x
2

)ν−1 ∞∑
s=0

{
(−1)s

s!Γ(s+ ν)

(x
2

)2s

+
(−1)s

s!Γ(s+ ν + 2)

(x
2

)2s+2
}

(B-28)

さらに、0! = 1に気をつけて、総和演算子の s = 0の
項を処理する。総和の第 1項からは s = 0の項を総和
の外に取り出し、第 2 項は s を s − 1 に変えることで
s = 0の項を総和の中に残す。さらに、式 (A-3)を使っ
て変形すれば、

Jν−1(x) + Jν+1(x)

=
(x
2

)ν−1
[

ν

Γ(ν + 1)
+

∞∑
s=1

ν(−1)s

s!Γ(s+ ν + 1)

(x
2

)2s
]

(B-29)
と得られる。上式の角括弧内の第 1項と第 2項を比べ
ると、第 2項において s = 0とすれば第 1項となるこ
とがわかる。さらに、式 (B-27)を使えば、

Jν−1(x) + Jν+1(x) =
2ν

x
Jν(x)

(B-30)

と、ベッセル関数に関する漸化式を得る。

とすれば、

J−n(x) = (−1)nJn(x) (B-9)

という性質がある。
次に、Ref. [30]にならって、式 (B-1)の両辺を tで微
分すれば、

∞∑
n=−∞

Jn(x)nt
n−1

=
∞∑

n=−∞

x

2
Jn(x)t

n +
∞∑

n=−∞

x

2
Jn(x)t

n−2 (B-10)

よって、
∞∑

n=−∞
Jn+1(x)(n+ 1)tn

=
∞∑

n=−∞

x

2
Jn(x)t

n +
∞∑

n=−∞

x

2
Jn+2(x)t

n (B-11)

とできる。すなわち、

(n+ 1)Jn+1(x) =
x

2
{Jn(x) + Jn+2(x)} (B-12)

と得られる。さらに n → n− 1とシフトすれば、
2n

x
Jn(x) = Jn−1(x) + Jn+1(x) (B-13)

と、n次、(n+1)次、(n+2)次ベッセル関数の間の関係式
が得られる（Ref. [3](5.14)の第 2式）。
さらに、Ref. [30]にならって式 (B-1)の両辺を xで微
分する。このとき、ベッセル関数の xに関する微分を
J �(x)と書けば、

∞∑
n=−∞

J �
n(x)t

n

=

∞∑
n=−∞

1

2
Jn(x)t

n+1 −
∞∑

n=−∞

1

2
Jn(x)t

n−1 (B-14)

よって、ベッセル関数の xに関する一次導関数は、

J �
n(x) =

1

2
{Jn−1(x)− Jn+1(x)} (B-15)

という関係式で表される。

B.2. ベッセル関数の積分表示

Ref. [20]の 8.1節例題にならってベッセル関数の積分表
示を導出する。母関数 (B-1)で t = eiθ とおけば、ド・
モアブルの公式 (C-3)を使って、

∞∑
n=−∞

Jn(x)e
inθ = exp(ix sin θ) (B-16)

が得られる。この両辺に e−inθを掛けて、θについて−π

から πまで積分すると、左辺は同様に 2πJn(x)となり、

2πJn(x) =

∫ π

−π

eix sin θe−inθdθ

(B-17)

と、Ref. [20]に示されている、ベッセル関数の積分表示
の表式が得られる。なお、母関数 (B-1)で t = e−iθとお
けば、

∞∑
n=−∞

Jn(x)e
−inθ = exp(−ix sin θ) (B-18)

となり、この両辺に einθ を掛けて、θについて−πから
πまで積分すると、左辺は 2πJn(x)となり、

Jn(x) =
1

2π

∫ π

−π

exp{i(nθ − x sin θ)}dθ (B-19)

と、Ref. [30] の付録 I の式 (33) として示されている、
ベッセル関数の積分表示の表式が得られる。ここで、式
(B-17)オイラーの公式を使って実部と虚部に分ければ、

2πJn(x)

=

∫ π

−π

cos(x sin θ − nθ) + i sin(x sin θ − nθ)dθ

(B-20)

と書ける。ここで、sin(x sin θ − nθ)は θの奇関数であ
るから、積分すると消える。したがって、

Jn(x) =
1

2π

∫ π

−π

cos(x sin θ − nθ)dθ (B-21)

と、Ref. [20]の 8.1節例題に示されている、ベッセル関
数の積分表示の表式が得られる。
以下の積分にド・モアブルの公式 (C-3)を用いれば、

1

2π

∫ π

−π

cos(nθ − x sin θ)dθ

=
1

4π

[∫ π

−π

ei(nθ−x sin θ)dθ +

∫ π

−π

e−i(nθ−x sin θ)dθ

]

(B-22)

となる。角括弧内の第 1項は式 (B-19)を用いて Jn(x)で
かける。第 2項は −θ → tと置き換えれば（dθ = −dt、
−π ≤ θ ≤ π → π ≤ t ≤ −π）、

Jn(x) =
1

2π

∫ π

−π

cos(nθ − x sin θ)dθ (B-23)

と得られる（Ref. [30]の付録 II）。
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式 (B-30)と同様の計算をすれば、

Jν−1(x)− Jν+1(x)

=
∞∑
s=0

(2s+ ν)(−1)s

s!Γ(s+ ν + 1)

(x
2

)2s+ν−1

(B-31)

と得られる。
また、式 (B-27)より、

2
d

dx
Jν(x) =

∞∑
s=0

(2s+ ν)(−1)s

s!Γ(s+ ν + 1)

(x
2

)2s+ν−1

(B-32)

と得られる。これは式 (B-31)に一致する。
よって、

Jν−1(x)− Jν+1(x) = 2
d

dx
Jν(x) (B-33)

と、ベッセル関数に関するもう一つの漸化式を得る。
なお、これらの漸化式は式 (B-13)および式 (B-15)に
おいて、n → ν としても同じ漸化式が得られる。
また、式 (B-30)および式 (B-33)の両辺の和および差
をとれば、

xJν−1(x) = νJν(x) + x
d

dx
Jν(x)

xJν+1(x) = νJν(x)− x
d

dx
Jν(x) (B-34)

上式の第 1式および第 2式の両辺それぞれに xν−1およ
び x−ν−1 をかければ、

d

dx
{xνJν(x)} = xνJν−1(x)

d

dx

{
x−νJν(x)

}
= −x−νJν+1(x) (B-35)

と 2つの漸化式へと変形できる。
さて、式 (B-34)の第 1式の両辺に xを掛けて xで微

分すれば、

2xJν−1(x) + x2 d

dx
Jν−1(x)

= νJν(x) + νx
d

dx
Jν(x) + 2x

d

dx
Jν(x) + x2 d2

dx2
Jν(x)

(B-36)

となる。式 (B-34) の第 2 式において ν → ν − 1 とす
れば、

x
d

dx
Jν−1(x) = (ν − 1)Jν−1(x)− xJν(x) (B-37)

となる。これを式 (B-36)の左辺第 2項に代入して整理
すれば、

x(ν + 1)Jν−1(x) = x2 d2

dx2
Jν(x) + νx

d

dx
Jν(x)

+ 2x
d

dx
Jν(x) + νJν(x) + x2Jν(x)

(B-38)

となる。さらに式 (B-34)の第 1式を使って Jν−1(x)を
消去して整理すれば、

x2 d2

dx2
Jν(x) + x

d

dx
Jν(x) + (x2 − ν2)Jν(x) = 0

∴ y�� +
1

x
y� +

(
1− ν2

x2

)
y = 0 (B-39)

と、ベッセルの微分方程式を得る（Ref. [20]の式 (8.14)）。

B.6. ベッセル微分方程式の基本解である円筒関数

ベッセルの微分方程式 (B-39)は、パラメータ νを ν2の
形で含むから、Jν(x)のほかに J−ν(x)も解になってい
る。したがって、その一般解は任意定数 A1 および B1

を用いて、

y = A1Jν(x) +B1J−ν(x) (B-40)

と表すことができる（Ref. [20]の式 (8.21)）。ところが
これは、ν �= 整数の場合に限られる。ν が整数 nのと
きには、J−n(x)および Jn(x)の間に式 (B-9)の関係が
あるから、これとは独立な解を別に求める必要がある。
ν が整数になっても意味を持つ独立な解として、

Yν(x) ≡ Jν(x) cosπν − J−ν(x)

sinπν
(B-41)

を採用する（Ref. [20]の式 (8.22)）。これをノイマン関数
あるいは第 2種円筒関数と呼ぶ。これに対して Jν(x)を
ベッセル関数あるいは第 1種円筒関数と呼ぶ。Yν(x)は
Jν(x)と同形の漸化式、微分方程式を満たす。したがっ
て、ベッセル微分方程式の一般解は、

y = A2Jν(x) +B2Yν(x) (B-42)

1とも表せる（Ref. [20]の式 (8.23)）。この形は、式 (B-40)
とちがって、ν が整数になっても困らない。
νが整数のときには、式 (B-41)の分子は式 (B-9)の関

係から 0となるが、同時に分母も 0となる。そうなる
ように式 (B-41)の形を選んだのである。ν = nのとき、
ノイマン関数はロピタルの定理によって、

Yn(x)

=
1

π

{
∂Jν(x)

∂ν
− (−1)n

∂J−ν(x)

∂ν

}

ν=n

(B-43)

となる（Ref. [20]の式 (8.24)）。Jν(x)および J−ν(x)と
して式 (B-27)を使って νに関する偏微分を計算すると、
途中経過を省略してその結果は、

1これらをフォローする参考文献があれば探して追記すること。
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図 B-2. n = 0, 1, 2, 10とした場合のノイマン関数の式
(B-44)をプロット。（ [20]の図 8-2より）

Yn(x) =

2

π
Jn(x) log

π

2

− 1

π

∞∑
s=0

(−1)s

s!(n+ s)!

(x
2

)n+2s

{ψ(s+ 1) + ψ(n+ s+ 1)}

− 1

π

n−1∑
s=0

(n− s− 1)!

s!

(x
2

)2s−n

(B-44)

2となる（Ref. [20]の式 (8.25)）。ただし、ψはディガンマ
関数 (A-33)である。図 B-2に式 (B-44)で n = 0, 1, 2, 10

とした場合をそれぞれプロットした。
式 (B-44)は n � 0に対する式であるが、負の字数に

対しては、

Y−n(x) = (−1)nYn(x) (B-45)

3が成り立つ（Ref. [20]の式 (8.25)）。式 (B-44)の右辺第
3項は n = 0のときに消える。

B.7. 変形ベッセル関数

さて、Ref. [20]の 8.8節に示されている通り、式 (B-39)
で � = d/dx内の xを含めて ixに置き換えれば、変形さ
れたベッセル微分方程式、

y�� +
1

x
y� −

(
1 +

ν2

x2

)
y = 0 (B-46)

が得られる。ここで、式 (B-39)と異なるのは、丸括弧
内の 1の符号のみであり、式 (B-46)の解もこれに対応

2これらをフォローする参考文献があれば探して追記すること。
3これらをフォローする参考文献があれば探して追記すること。

して、

Iν(x) ≡ e−iπν/2Jν(e
iπ/2x)

=

∞∑
s=0

1

s!Γ(s+ ν + 1)

(x
2

)ν+2s

(B-47)

となる。これを第 1種変形ベッセル関数という。特に次
数が整数の場合には、

I−n(x) = In(x)

In(−x) = (−1)nIn(x) (B-48)

が成り立つ。また、母関数は、

exp

{
x

2

(
t+

1

t

)}
=

∞∑
n=−∞

In(x)t
n (B-49)

である。
微分方程式 (B-46)は、ν2の形で νを含むから、Iν(x)

と I−ν(x)がその基本解であり、一般解は、

y = A1Iν(x) +B1I−ν(x) (B-50)

と表される。ただし、νが整数 nの場合には、式 (B-48)
の第 1式によって、I−n(x)と In(x)は等しいから、独
立な基本解を別に求める必要がある。この事情は Jn(x)

のときと同じである。
ν が整数になっても独立な解は、

Kν(x) =
π

2

I−ν(x) + Iν(x)

sinπν
(B-51)

である。これを第 2種変形ベッセル関数という。この関
数は、ハンケル関数を用いて、

Kν(x) =
iπ

2
eiνπ/2H(1)

ν (eiπ/2) (B-52)

と定義することもできる。なお、定義式 (B-51)から明
らかなように、

K−ν(x) = Kν(x) (B-53)

が成り立つ。なお、Iν(x)についてはこのような関係は
無い。

Appendix C. フーリエ級数展開

Ref. [20] にあるように、任意の関数を直交関数系に
よって展開するという手法はいろいろな場面で使われ、
応用が広い。このような展開の最もよく知られている例
はフーリエ級数展開である。本章ではフーリエ級数展開

式 (B-30)と同様の計算をすれば、

Jν−1(x)− Jν+1(x)

=
∞∑
s=0

(2s+ ν)(−1)s

s!Γ(s+ ν + 1)

(x
2

)2s+ν−1

(B-31)

と得られる。
また、式 (B-27)より、

2
d

dx
Jν(x) =

∞∑
s=0

(2s+ ν)(−1)s

s!Γ(s+ ν + 1)

(x
2

)2s+ν−1

(B-32)

と得られる。これは式 (B-31)に一致する。
よって、

Jν−1(x)− Jν+1(x) = 2
d

dx
Jν(x) (B-33)

と、ベッセル関数に関するもう一つの漸化式を得る。
なお、これらの漸化式は式 (B-13)および式 (B-15)に
おいて、n → ν としても同じ漸化式が得られる。
また、式 (B-30)および式 (B-33)の両辺の和および差
をとれば、

xJν−1(x) = νJν(x) + x
d

dx
Jν(x)

xJν+1(x) = νJν(x)− x
d

dx
Jν(x) (B-34)

上式の第 1式および第 2式の両辺それぞれに xν−1およ
び x−ν−1 をかければ、

d

dx
{xνJν(x)} = xνJν−1(x)

d

dx

{
x−νJν(x)

}
= −x−νJν+1(x) (B-35)

と 2つの漸化式へと変形できる。
さて、式 (B-34)の第 1式の両辺に xを掛けて xで微

分すれば、

2xJν−1(x) + x2 d

dx
Jν−1(x)

= νJν(x) + νx
d

dx
Jν(x) + 2x

d

dx
Jν(x) + x2 d2

dx2
Jν(x)

(B-36)

となる。式 (B-34) の第 2 式において ν → ν − 1 とす
れば、

x
d

dx
Jν−1(x) = (ν − 1)Jν−1(x)− xJν(x) (B-37)

となる。これを式 (B-36)の左辺第 2項に代入して整理
すれば、

x(ν + 1)Jν−1(x) = x2 d2

dx2
Jν(x) + νx

d

dx
Jν(x)

+ 2x
d

dx
Jν(x) + νJν(x) + x2Jν(x)

(B-38)

となる。さらに式 (B-34)の第 1式を使って Jν−1(x)を
消去して整理すれば、

x2 d2

dx2
Jν(x) + x

d

dx
Jν(x) + (x2 − ν2)Jν(x) = 0

∴ y�� +
1

x
y� +

(
1− ν2

x2

)
y = 0 (B-39)

と、ベッセルの微分方程式を得る（Ref. [20]の式 (8.14)）。

B.6. ベッセル微分方程式の基本解である円筒関数

ベッセルの微分方程式 (B-39)は、パラメータ νを ν2の
形で含むから、Jν(x)のほかに J−ν(x)も解になってい
る。したがって、その一般解は任意定数 A1 および B1

を用いて、

y = A1Jν(x) +B1J−ν(x) (B-40)

と表すことができる（Ref. [20]の式 (8.21)）。ところが
これは、ν �= 整数の場合に限られる。ν が整数 nのと
きには、J−n(x)および Jn(x)の間に式 (B-9)の関係が
あるから、これとは独立な解を別に求める必要がある。
ν が整数になっても意味を持つ独立な解として、

Yν(x) ≡ Jν(x) cosπν − J−ν(x)

sinπν
(B-41)

を採用する（Ref. [20]の式 (8.22)）。これをノイマン関数
あるいは第 2種円筒関数と呼ぶ。これに対して Jν(x)を
ベッセル関数あるいは第 1種円筒関数と呼ぶ。Yν(x)は
Jν(x)と同形の漸化式、微分方程式を満たす。したがっ
て、ベッセル微分方程式の一般解は、

y = A2Jν(x) +B2Yν(x) (B-42)

1とも表せる（Ref. [20]の式 (8.23)）。この形は、式 (B-40)
とちがって、ν が整数になっても困らない。
νが整数のときには、式 (B-41)の分子は式 (B-9)の関

係から 0となるが、同時に分母も 0となる。そうなる
ように式 (B-41)の形を選んだのである。ν = nのとき、
ノイマン関数はロピタルの定理によって、

Yn(x)

=
1

π

{
∂Jν(x)

∂ν
− (−1)n

∂J−ν(x)

∂ν

}

ν=n

(B-43)

となる（Ref. [20]の式 (8.24)）。Jν(x)および J−ν(x)と
して式 (B-27)を使って νに関する偏微分を計算すると、
途中経過を省略してその結果は、

1これらをフォローする参考文献があれば探して追記すること。

８－ 52 ８－ 53



54

に関して補足する。なお、フーリエ級数の定義に関して
は、例えば、Ref. [20]4章 4.1節、Ref. [106]5章 5.8節、
Ref. [107]などを参照したい。
フーリエ級数展開は、以下に述べるように、周期関数
を三角関数の重ね合わせで表現する手法である。時間 t

が −T/2から T/2の範囲で実関数が定義されていると
き、関数の周期を T として、

f(t) ∼ a0
2

+

∞∑
n=1

{an cos(nω0t) + bn sin(nω0t)}

ω0 =
2π

T

an =
2

T

∫ T/2

−T/2

f(t) cos(nω0t)dt (n = 0, 1, 2, ...)

bn =
2

T

∫ T/2

−T/2

f(t) sin(nω0t)dt (n = 0, 1, 2, ...)

(C-1)

と定義される。f(t)の右辺をフーリエ級数と呼び、an

および bnをフーリエ係数とよぶ。なお、f(t)を統合で
結んでいないのは、右辺の級数の収束がまだ保証されて
おらず、また収束したとしてもその値が f(t)に一致す
るという保証がないからである [20]。f(t) が一定の条
件を満たすときに、f(t)の右辺は収束して左辺に一致す
る。それを保証するのが展開定理である。
なお、展開定理とは、実関数が定義されている時間 t

が−T/2から T/2の範囲で、実関数 f(t)が区分的にな
めらかな不連続点を含まない閉区間では一様に収束し、
不連続点 t0においては、級数は {f(t0−0)+f(t0+0)}/2
に収束するというものである [20]。関数 f(t)に対する
条件として、これはかなり緩いもので、応用上現れる関
数はほとんど必ずこの定理を満たし、等号は成立する。
以降、考えている関数は展開定理の条件を満たすものと
して等号を用いて記述する。
オイラーの公式

eiθ = cos θ + i sin θ

e−iθ = cos θ − i sin θ (C-2)

を用いて、

cos(nω0t) =
einω0t + e−inω0t

2

sin(nω0t) =
−i

(
einω0t − e−inω0t

)
2

(C-3)

と得られる（ド・モアブルの公式）。フーリエ係数 anお
よび bn を用いて、複素数 cn を nに関して場合分けを

して以下のように定義する。

c0 =
a0
2

cn =
an − ibn

2
(n > 0)

cn =
a−n + ib−n

2
(n < 0) (C-4)

これらに式 (C-1)の anおよび bnの式および式 (C-3)を
代入すれば、

c0 =
1

T

∫ T/2

−T/2

f(t)e−inω0tdt

cn =
1

T

∫ T/2

−T/2

f(t)e−inω0tdt (n > 0)

cn =
1

T

∫ T/2

−T/2

f(t)e−inω0tdt (n < 0)

と得られる。よって、任意の整数 nに対して、

cn =
1

T

∫ T/2

−T/2

f(t)e−inω0tdt (C-5)

と統一して定義できる。
n > 0に対して係数を、

d0 =
a0
2

dn =
1

2

(
an − bn

i

)
=

an + ibn
2

d−n =
1

2

(
an +

bn
i

)
=

an − ibn
2

ととれば、

f(t) =
∞∑

n=−∞

{
dne

−inω0t
}

dn =
1

T

∫ T/2

−T/2

f(t)einω0tdt

ω0 =
2π

T
(C-6)

と得られる。

Appendix D. 種々の方程式

D.1. 1変数 3次方程式

一般に、1変数の 3次方程式は、実数の係数 a0、a1、a2、
a3 を用いて、

a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0 = 0 (D-1)

と書ける。
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1変数の 3次方程式の代数的解法は、カルダノの公式
やカルダノ=タルタリアの公式として知られる。まずは、
上式を a3 で割れば、

x3 +A2x
2 +A1x+A0 = 0

where,

An = an/a3

n = {0, 1, 2} (D-2)

となる。さらに、

x = y − A2

3
(D-3)

とおいて、変数変換を行えば、

y3 +

(
A1 − A2

2

3

)
y +

(
A0 − A1A2

3
+

2A3
2

27

)
= 0

(D-4)

と、2次の項が消えた方程式へと変換される。これをあ
らためて、

y3 + py + q = 0

where,

p = A1 − A2
2

3

q = A0 − A1A2

3
+

2A3
2

27
(D-5)

と書く。
さらに、

y = u+ v

�= 0 (D-6)

と置いて、変数変換すれば、

u3 + v3 + q + (3uv + p) (u+ v) = 0 (D-7)

となる。すなわち、式 (D-6)に気をつけて、

u3 + v3 + q = 0

3uv + p = 0 (D-8)

を満たす uおよび v が存在すればそれが解となり、逆
に辿って y、そして xが得られる。
第 2式を使って第 1式から vを消去すれば、

u6 + qu3 −
(p
3

)3

= 0 (D-9)

と得られる。この式は u3に関する 2次方程式であるか
ら、その解は、

u3 = −q

2
±

√(q
2

)2

+
(p
3

)3

(D-10)

と得られる。ここで、式 (D-8)は uと vに関して対称な
形をしており、互いに入れ替えても変わらない。すなわ
ち、解の一方を u3にとれば、もう片方は v3となる。そ
こで今、

u3 = −q

2
+

√(q
2

)2

+
(p
3

)3

v3 = −q

2
−

√(q
2

)2

+
(p
3

)3

(D-11)

とする。
uの 3次方程式を解くために、まずは式 (D-1)におい
て a2 = a1 = 0 かつ a0 = −1 の場合を考える。すな
わち、

g3 = 1 (D-12)

これは因数分解可能で、

(g − 1)
(
g2 + g + 1

)
= 0 (D-13)

となる。よって、gに対して 3つの解 ω1,2,3 が、

ω1 = 1

ω2 =
−1 + i

√
3

2

ω3 =
−1− i

√
3

2
(D-14)

と得られる。したがって、

g3 = a3 (D-15)

の解は、ω1,2,3を使って、aω1、aω2、aω3などと表され
ることになる。
これをふまえて、式 (D-11)の uおよび vの解として、
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eiθ = cos θ + i sin θ

e−iθ = cos θ − i sin θ (C-2)

を用いて、

cos(nω0t) =
einω0t + e−inω0t

2

sin(nω0t) =
−i

(
einω0t − e−inω0t

)
2

(C-3)

と得られる（ド・モアブルの公式）。フーリエ係数 anお
よび bn を用いて、複素数 cn を nに関して場合分けを

して以下のように定義する。

c0 =
a0
2

cn =
an − ibn

2
(n > 0)

cn =
a−n + ib−n

2
(n < 0) (C-4)

これらに式 (C-1)の anおよび bnの式および式 (C-3)を
代入すれば、

c0 =
1

T

∫ T/2

−T/2

f(t)e−inω0tdt

cn =
1

T

∫ T/2

−T/2

f(t)e−inω0tdt (n > 0)

cn =
1

T

∫ T/2

−T/2

f(t)e−inω0tdt (n < 0)

と得られる。よって、任意の整数 nに対して、

cn =
1

T

∫ T/2

−T/2

f(t)e−inω0tdt (C-5)

と統一して定義できる。
n > 0に対して係数を、

d0 =
a0
2

dn =
1

2

(
an − bn

i

)
=

an + ibn
2

d−n =
1

2

(
an +

bn
i

)
=

an − ibn
2

ととれば、

f(t) =
∞∑

n=−∞

{
dne

−inω0t
}

dn =
1

T

∫ T/2

−T/2

f(t)einω0tdt

ω0 =
2π

T
(C-6)

と得られる。

Appendix D. 種々の方程式

D.1. 1変数 3次方程式

一般に、1変数の 3次方程式は、実数の係数 a0、a1、a2、
a3 を用いて、

a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0 = 0 (D-1)

と書ける。
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それぞれ、

u1 = ω1

{
−q

2
+

√(q
2

)2

+
(p
3

)3
}1/3

u2 = ω2

{
−q

2
+

√(q
2

)2

+
(p
3

)3
}1/3

u3 = ω3

{
−q

2
+

√(q
2

)2

+
(p
3

)3
}1/3

v1 = ω1

{
−q

2
−

√(q
2

)2

+
(p
3

)3
}1/3

v2 = ω2

{
−q

2
−

√(q
2

)2

+
(p
3

)3
}1/3

v3 = ω3

{
−q

2
−

√(q
2

)2

+
(p
3

)3
}1/3

(D-16)

が得られる。
上記のように得られた解 u1,2,3 および v1,2,3 のうち、

式 (D-8)の第 1式の関係 u3 + v3 = −qを満たす組み合
わせは、u1と v1、u2と v3、u3と v2の 3組だけである。
よって、式 (D-6)より、yの解として以下の 3つの表式
が得られる。

y1 = u1 + v1

y2 = u2 + v3

y3 = u3 + v2 (D-17)

よって、式 (D-3) および式 (D-14)、式 (D-5)、式 (D-2)
を使って、xの解として以下の 3つの表式が得られる。

x1

= y1 − A2

3

= ω1

{
−
(

a0
2a3

− a1a2
6a23

+
2a32
54a33

)

+

√(
a0
2a3

− a1a2
6a23

+
2a32
54a33

)2

+

(
a1
3a3

− a22
9a23

)3
}1/3

+ ω1

{
−
(

a0
2a3

− a1a2
6a23

+
2a32
54a33

)

−
√(

a0
2a3

− a1a2
6a23

+
2a32
54a33

)2

+

(
a1
3a3

− a22
9a23

)3
}1/3

− a2
3a3

x2

= ω2

{
−
(

a0
2a3

− a1a2
6a23

+
2a32
54a33

)

+

√(
a0
2a3

− a1a2
6a23

+
2a32
54a33

)2

+

(
a1
3a3

− a22
9a23

)3
}1/3

+ ω3

{
−
(

a0
2a3

− a1a2
6a23

+
2a32
54a33

)

−
√(

a0
2a3

− a1a2
6a23

+
2a32
54a33

)2

+

(
a1
3a3

− a22
9a23

)3
}1/3

− a2
3a3

x3

= ω3

{
−
(

a0
2a3

− a1a2
6a23

+
2a32
54a33

)

+

√(
a0
2a3

− a1a2
6a23

+
2a32
54a33

)2

+

(
a1
3a3

− a22
9a23

)3
}1/3

+ ω2

{
−
(

a0
2a3

− a1a2
6a23

+
2a32
54a33

)

−
√(

a0
2a3

− a1a2
6a23

+
2a32
54a33

)2

+

(
a1
3a3

− a22
9a23

)3
}1/3

− a2
3a3

where,

ω1 = 1

ω2 =
−1 + i

√
3

2

ω3 =
−1− i

√
3

2

(D-18)

ところで、解 x1,2,3 を使って、

(x− x1)(x− x2)(x− x3) = 0

∴ x3 − (x1 + x2 + x3)x
2

+ (x1x2 + x2x3 + x3x1)x− x1x2x3 = 0

と得られる。よって、上式を式 (D-2)と係数比較すれば、
1変数 3次方程式の解と係数の関係式をそれぞれ以下の
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ように得られる。

x1 + x2 + x3 = −a2/a3

x1x2 + x2x3 + x3x1 = a1/a3

x1x2x3 = −a0/a3 (D-19)

Appendix E. ローレンツ変換

Ref. [108]や Ref. [109]等の資料にしたがっていくつ
かの式を導出する。

E.1. ローレンツ変換

図E-1に示すような、静止系K(x, y, z, t)とそれに対して
x軸方向へ速さ V で運動している系 K ′(x′, y′, z′, t′)と
の間には、以下のローレンツ変換が成り立つ（Ref. [4]）。

x′ =
x− V t√
1− V 2

c2

y′ = y

z′ = z

t′ =
t− V

c2x√
1− V 2

c2

(E-1)

また、これを変形すれば、

x =
x′ + V t′√
1− V 2

c2

y = y′

z = z′

t =
t′ + V

c2x
′

√
1− V 2

c2

(E-2)

となる。

図 E-1. 慣性系K およびK ′ 系の関係。K ′ 系はK 系に
対して x方向に等速 V で移動している。

図 E-2. ローレンツ短縮。

E.2. ローレンツ短縮

相対論的な速さで運動する物体の長さは縮んで観測さ
れる。これをローレンツ短縮（Lorentz contraction）と
いう。
簡単のために空間は x軸のみの 1次元で考える。今、

K ′系で静止した長さが l0である棒を考え、時刻 t′ = 0

の両端を点 Aおよび点 Bで表す。点 Aおよび点 Bの x

座標をそれぞれ x′
1 および x′

2 としたとき、棒の両端の
座標はK ′系に対して固定されているため、時間 t′が進
むにつれて描く世界線は図 E-2内の破線 x′ = x′

1 およ
び x′ = x′

2のように定数となる。これらの直線の方程式
は、式 (E-2)において x′ = x′

1 および x′ = x′
2 とすれば

得られて、

x′
1 =

x1 − V t1√
1− V 2

c2

x′
2 =

x2 − V t2√
1− V 2

c2

(E-3)

となる。ここで、x′
iは定数であったが、xiおよび ti（i =

1, 2）は変数である。式 (E-2)の第 1、4式を使って K ′

系における変数 t′ を消去して得られる、

x = x′
√
1− V 2

c2
+ V t (E-4)

との関係から、K 系における時間 ti における棒の両端
の座標 xi には、

xi = x′
i

√
1− V 2

c2
+ V ti (E-5)

の関係があることがわかる。
棒が系に対して静止しているK ′系において、観測者

それぞれ、
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(D-16)

が得られる。
上記のように得られた解 u1,2,3 および v1,2,3 のうち、

式 (D-8)の第 1式の関係 u3 + v3 = −qを満たす組み合
わせは、u1と v1、u2と v3、u3と v2の 3組だけである。
よって、式 (D-6)より、yの解として以下の 3つの表式
が得られる。

y1 = u1 + v1

y2 = u2 + v3

y3 = u3 + v2 (D-17)

よって、式 (D-3) および式 (D-14)、式 (D-5)、式 (D-2)
を使って、xの解として以下の 3つの表式が得られる。
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(D-18)

ところで、解 x1,2,3 を使って、

(x− x1)(x− x2)(x− x3) = 0

∴ x3 − (x1 + x2 + x3)x
2

+ (x1x2 + x2x3 + x3x1)x− x1x2x3 = 0

と得られる。よって、上式を式 (D-2)と係数比較すれば、
1変数 3次方程式の解と係数の関係式をそれぞれ以下の
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が観測する棒の長さは t′ に関係なく、

l0 = x2 − x1 (E-6)

である。一方、棒に対して等速に移動するK 系から観
測する棒の長さはどうだろう。棒の両端は式 (E-5)にし
たがって移動するので、時刻 t1 = t2 = tに指定すれば、

l = x2 − x1

= x′
2

√
1− V 2

c2
+ V t−

(
x′
1

√
1− V 2

c2
+ V t

)

=

√
1− V 2

c2
(x′

2 − x′
1)

=

√
1− V 2

c2
l0

< l0 (E-7)

と、K系で観測する棒の長さは棒が静止したK ′系で観
測した長さ l0よりも短くなることが示された。これが、
ローレンツ短縮である。

E.3. 速度の合成

今、図 E-1に示すように、K ′系はK 系に対して x軸の
方向に速さ V で移動しているものとする。粒子の速度、

v =
dr

dt
(E-8)

で与えられるが、ローレンツ変換の場合、式 (E-1)から
も明らかなように、分母の dtも変換する必要がある。式
(E-1)から、各変数の微小変化に関する関係は、

dx′ =
dx− V dt√

1− V 2

c2

dy′ = dy

dz′ = dz

dt′ =
dt− V

c2 dx√
1− V 2

c2

(E-9)

となる。よって、K ′ 系で観測するときの物体の速度を
v′ = dr′/dt′ と書けば、

v′x =
dx′

dt′
=

vx − V

1− V vx

c2

v′y =
dy′

dt′
= vy

√
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c2

1− V vx

c2

v′z =
dz′

dt′
= vz

√
1− V 2

c2

1− V vx

c2

(E-10)

と得られる。
今、粒子の速度 vが xy平面内にあるように座標軸を
選ぶ。このとき vz = 0となり、式 (E-10)の第 3式から
v′z = 0であり、v′ も x′y′ 平面内にある。
速度 vと x軸とのなす角を θ、速度 v′と x′軸とのな

す角を θ′ とすれば、

vx = v cos θ

vy = v sin θ

vz = 0 (E-11)

および

v′x = v′ cos θ′

v′y = v′ sin θ′

v′z = 0 (E-12)

と書ける。これらを使って、式 (E-10)は、

v′ cos θ′ =
v cos θ − V

1− V v cos θ
c2

v′ sin θ′ = v sin θ

√
1− V 2

c2

1− V v cos θ
c2

(E-13)

と変形できる。上式から、速度の方向の変換式が以下の
ように得られる。

tan θ′ =
v sin θ

√
1− V 2

c2

v cos θ − V
(E-14)

また、速度の大きさの変換式が以下のように得られる。

v′ =

√
v2 − 2V v cos θ + V 2(1− v2

c2 sin2 θ)

1− V v cos θ
c2

(E-15)

式 (E-13)において v = v′ = cとすれば、

cos θ′ =
cos θ − V

c

1− V cos θ
c

sin θ′ = sin θ

√
1− V 2

c2

1− V cos θ
c

(E-16)

となる。これは慣性系の間の光の傾きの角度の変換公式
で、光行差を表す式である。

E.4. 光のドップラー効果

空気中を伝わる音波と異なり、真空中を伝わる光を考え
た時には媒質が存在しない。したがって、真空中を伝わ
る光に関して、光源が運動しているのか、あるいは観測
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者が運動しているのかといった区別はない。したがっ
て、光源と観測者の間の相対速度のみによってドップ
ラー効果が決まる。
K 系において単位ベクトル nの方向へ真空中を伝播

する平面波を考える。このとき、平面波の角周波数 ωと
波数ベクトル kとの間には、

ω = ck (E-17)

なる分散関係が成立する。今、振幅を 1、時刻 t = 0に
K 系の原点において振幅が 0となるような正弦関数で
平面波を表せば、

sin(k · r − ωt) = sin(kxx+ kyy + kzz − ωt)

(E-18)

とかける。
さて、いまK 系から見て x軸の正の方向へ速さ V で
進むK ′ 系を考えて、t = t′ = 0においてそれぞれの系
の原点が一致するようにK ′系を決める。このとき、平
面波をK ′系において観測した時の角周波数を ω′、波数
ベクトルを k′として、式 (E-18)で表される平面波の位
相と同じ位相となる時空間座標を選べば、

kxx+ kyy + kzz − ωt = k′xx
′ + k′yy

′ + k′zz
′ − ω′t′

(E-19)

となる。この式の左辺にローレンツ変換の式 (E-2)を代
入すれば、

k′xx
′ + k′yy

′ + k′zz
′ − ω′t′

=
kx − V ω

c2√
1− V 2

c2

x′ + kyy
′ + kzz

′ − ω − V kx√
1− V 2

c2

t′

(E-20)

となる。したがって、両辺を比較すれば、周波数と波数
の変換公式、

k′x =
kx − V ω

c2√
1− V 2

c2

k′y = ky

k′z = kz

ω′ =
ω − V kx√
1− V 2

c2

(E-21)

を得る。
ここで、図 E-3に示すようにK 系における波数ベク
トル k と x軸とのなす角を θ、K ′ 系における k′ と x′

図 E-3. 光のドップラー効果。

軸とのなす角を θ′ とおけば、

kx = k · ex =
ω

c
cos θ

k′x =
ω′

c
cos θ′ (E-22)

であるから、式 (E-21)は、

ω′

c
cos θ′ =

ω
c cos θ − V ω

c2√
1− V 2

c2

ω′ =
ω − V ω

c cos θ√
1− V 2

c2

(E-23)

となる。ここで、第 1式に光行差の式 (E-16)の第 1式
を代入すると、

ω′

c
cos θ′ =

ω
c cos θ − V ω

c2√
1− V 2

c2

∴ ω′ =
ω − V ω

c cos θ√
1− V 2

c2

(E-24)

となり、第 2式に一致する。これを変形すれば、

ω′ = ω
1− V cos θ

c√
1− V 2

c2

(E-25)

となる。
上式の導出において、平面波として扱った光の光源が

K系あるいはK ′系に対してどのように運動しているか
を決めなかった。ここで、光源がK ′系で静止し、平面
波の角周波数が ω0であるとして、K 系に静止した観測
者が受信する平面波の角周波数を ωとする。このとき、
式 (E-25)において、ω′ = ω0 とおけばよいから、

ω0 = ω
1− V cos θ

c√
1− V 2

c2

ω = ω0

√
1− V 2

c2

1− V cos θ
c

(E-26)

と得られる。ただし、光源は観測者に対して相対的な速
さ V で x軸の正の方向に運動しており、平面波の波数
ベクトル（光の進む方向）と発信源の成す角が θである。
これが光のドップラー効果を表す表式である。

が観測する棒の長さは t′ に関係なく、

l0 = x2 − x1 (E-6)

である。一方、棒に対して等速に移動するK 系から観
測する棒の長さはどうだろう。棒の両端は式 (E-5)にし
たがって移動するので、時刻 t1 = t2 = tに指定すれば、

l = x2 − x1

= x′
2

√
1− V 2

c2
+ V t−

(
x′
1
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1− V 2

c2
+ V t

)

=
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1− V 2

c2
(x′

2 − x′
1)

=
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c2
l0

< l0 (E-7)

と、K系で観測する棒の長さは棒が静止したK ′系で観
測した長さ l0よりも短くなることが示された。これが、
ローレンツ短縮である。

E.3. 速度の合成

今、図 E-1に示すように、K ′系はK 系に対して x軸の
方向に速さ V で移動しているものとする。粒子の速度、

v =
dr

dt
(E-8)

で与えられるが、ローレンツ変換の場合、式 (E-1)から
も明らかなように、分母の dtも変換する必要がある。式
(E-1)から、各変数の微小変化に関する関係は、

dx′ =
dx− V dt√

1− V 2

c2

dy′ = dy

dz′ = dz

dt′ =
dt− V

c2 dx√
1− V 2

c2

(E-9)

となる。よって、K ′ 系で観測するときの物体の速度を
v′ = dr′/dt′ と書けば、

v′x =
dx′

dt′
=

vx − V

1− V vx

c2

v′y =
dy′

dt′
= vy

√
1− V 2

c2

1− V vx

c2

v′z =
dz′

dt′
= vz

√
1− V 2

c2

1− V vx

c2

(E-10)

と得られる。
今、粒子の速度 vが xy平面内にあるように座標軸を
選ぶ。このとき vz = 0となり、式 (E-10)の第 3式から
v′z = 0であり、v′ も x′y′ 平面内にある。
速度 vと x軸とのなす角を θ、速度 v′と x′軸とのな

す角を θ′ とすれば、

vx = v cos θ

vy = v sin θ

vz = 0 (E-11)

および

v′x = v′ cos θ′

v′y = v′ sin θ′

v′z = 0 (E-12)

と書ける。これらを使って、式 (E-10)は、

v′ cos θ′ =
v cos θ − V

1− V v cos θ
c2

v′ sin θ′ = v sin θ

√
1− V 2

c2

1− V v cos θ
c2

(E-13)

と変形できる。上式から、速度の方向の変換式が以下の
ように得られる。

tan θ′ =
v sin θ

√
1− V 2

c2

v cos θ − V
(E-14)

また、速度の大きさの変換式が以下のように得られる。

v′ =

√
v2 − 2V v cos θ + V 2(1− v2

c2 sin2 θ)

1− V v cos θ
c2

(E-15)

式 (E-13)において v = v′ = cとすれば、

cos θ′ =
cos θ − V

c

1− V cos θ
c

sin θ′ = sin θ

√
1− V 2

c2

1− V cos θ
c

(E-16)

となる。これは慣性系の間の光の傾きの角度の変換公式
で、光行差を表す式である。

E.4. 光のドップラー効果

空気中を伝わる音波と異なり、真空中を伝わる光を考え
た時には媒質が存在しない。したがって、真空中を伝わ
る光に関して、光源が運動しているのか、あるいは観測
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